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AVANT-PROPOS 


L'analyse fonctionnelle est une des plus importantes branches 
des mathématiques. Sa naissance et son développement sont liés 
aux noms d’éminents savants: D. Hilbert, F. Riesz, S. Banach, 
R.M. Fréchet, A. Kolmogorov, S. Sobolev, A. Tikhonov, S. Nikol- 
ski... On considère que l'analyse fonctionnelle a commencé en tant 
que discipline mathématique à part entière à l’époque où furent 
esquissés les rudiments de théorie des opérateurs dans les espaces de 
Hilbert de dimension infinie et (un peu plus tard) dans les espaces 
vectoriels normés, soit au début du XXe siècle. 

Un trait caractéristique essentiel de l'analyse fonctionnelle est 
sa façon d'aborder tous les problèmes d'analyse d'une manière 
abstraite, qui permet d'adopter un point de vue unique vis-à-vis 
de questions qui semblent de prime abord parfaitement disparates. 
C'est précisément la raison pour laquelle les idées, concepts et mé- 
thodes d'analyse fonctionnelle imprègnent littéralement de nos 
jours à peu près tous les domaines des mathématiques et en font un 
édifice monolythique. 

On ne saurait surestimer l'importance de l’analyse fonctionnelle 
pour la formation mathématique d'un ingénieur travaillant pour 
la recherche, dont la mission serait d’appliquer les méthodes des 
mathématiques à tel ou tel domaine particulier des sciences. Traduits 
dans le langage d'analyse fonctionnelle, les problèmes fondamentaux 
des mathématiques appliquées et de calcul numérique deviennent 
remarquablement limpides. 

Le présent recueil a été conçu à l'usage des étudiants des écoles 
supérieures techniques désirant se spécialiser en mathématiques 
appliquées. Sa structure générale et la terminologie employée re- 
prennent celles du manuel de base Analyse fonctionnelle de V. Tré- 
noguine [27]. Cela ne veut pas dire pour autant que les lecteurs 
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qui auraient pu choisir un autre cours fondamental d'analyse fonc- 
tionnelle ne pourront pas s’en servir avec profit. Il sera certaine- 
ment utile aux ingénieurs confirmés et aux spécialistes des mathé- 
matiques appliquées qui désireraient s'initier à cette discipline 
particulière, sans parler déjà des étudiants universitaires auxquels 
i] est destiné en tout premier lieu. 

Le présent ouvrage est issu d’un cours d’analyse fonctionnelle 
professé par les auteurs pendant de longues années dans différents 
établissements d'enseignement supérieur de Moscou, tels que: 
Institut physico-technique, Institut Goubkine de pétrochimie et du 
gaz, Institut de l’acier et des alliages. En plus des problèmes tradi- 
tionnels, pour lesquels les auteurs se sont inspirés des ouvrages cités 
en fin du livre, ce recueil contient un choix de problèmes inédits 
adaptés aux besoins pratiques d'aujourd'hui. Nous pensons tout 
d’abord à l'ordinateur, dont nous recommendons vivement l'emploi 
pour la résolution de certains problèmes (des indications appropriées 
sont données dans le texte), mais aussi à maints problèmes d'analyse 
fonctionnelle non linéaire et appliquée. 

Notre livre n’est pas rédigé à un niveau constant: on y trouve 
des exercices relativement faciles, mais aussi des problèmes vraiment 
ardus, destinés tant au travail dirigé qu’au travail individuel de 
l'étudiant. En plus des questions de caractère technique ou deman- 
dant un peu de calcul direct, il y en a qui permettent de mieux assi- 
miler telle idée, tel résultat. Le lecteur y rencontrera des exercices 
groupés autour de certains points théoriques, de façon à faciliter 
l'étude de la théorie quand le professeur n’est pas là: en effet, les 
assertions sophistiquées y sont décomposées en « tranches » plus ou 
moins élémentaires. Dans la grande majorité des cas les problèmes 
sont suivis de la réponse ou d’une indication (groupées par chapitres 
et paragraphes en fin du livre). 

Le recueil se compose de huit chapitres, divisés chacun en plu- 
sieurs paragraphes. Chaque paragraphe commence par un bref rappel 
des notions théoriques indispensables à la résolution des problèmes 
qui suivent; aux définitions et théorèmes viennent s'ajouter des 
descriptions succinctes des méthodes mathématiques employées. 
Parfois on remarque quelques alinéas de théorie intercalés au milieu 
d'un paragraphe: cela signifie que les problèmes qui vont suivre 
sont rattachés à ce sujet. 
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Le premier chapitre contient un choix de problèmes relatifs à 
la théorie des espaces vectoriels normés, des espaces de Banach, de- 
Hilbert, de Lebesgue, de Sobolev, et des espaces métriques. Un 
paragraphe entier (le § 5) est consacré à la recherche du meilleur 
élément d’approximation dans les espaces de Hilbert et de Banach, 
question importante au point de vue des applications. 

Le chapitre 2 traite de la théorie des opérateurs linéaires. En 
plus des problèmes de nature générale où apparaissent les notions de 
continuité, de borne, de norme d’un opérateur linéaire, d’opérateur 
inverse, une grande attention y est prêtée à des opérateurs linéaires 
particuliers, entre autres aux opérateurs intégraux et différentiels, 
dont l'importance dans les problèmes appliqués est bien connue. 
On y parle aussi des opérateurs linéaires fermés non bornés. 

Les problèmes de théorie des espaces duals et des opérateurs. 
adjoints sont rassemblés au chapitre 3. 

On considère au chapitre 4 les ensembles compacts, ainsi que 
les opérateurs compacts et normalement résolubles. 

Le chapitre 5 réunit les problèmes concernant les opérateurs 
auto-adjoints dans les espaces de Hilbert, le spectre d’un opérateur 
linéaire, compact et auto-adjoint. Des paragraphes à part sont ré- 
servés aux équations intégrales linéaires. On y trouve des méthodes 
de résolution des équations intégrales de deuxième espèce, ainsi 
que la méthode de régularisation appliquée aux équations intégrales 
de première espèce (§ 21). Sont mentionnés également les opérateurs 
non bornés, entre autres l'opérateur de Sturm-Liouville (§ 22). 

Le sujet du chapitre 6 est l'analyse fonctionnelle non linéaire : 
dérivation dans le cas non linéaire, applications contractantes, métho- 
de des tangentes de Newton, principe de Schauder, opérateurs im- 
plicites... 

Notons que l’idée de faire figurer dans notre ouvrage des problè- 
mes d'analyse non linéaire tient aux besoins nouveaux de la théorie 
des équations différentielles, des méthodes numériques, de la pro- 
grammation mathématique et d'autres branches. 

Les spécialistes des problèmes appliqués seront attirés par le 
chapitre 7 et ses problèmes et exercices relevant des méthodes d’ap- 
proximation les plus usitées aujourd’hui, telles que schémas aux 
différences, fonctions-spline, méthode de Galerkin et opérateurs. 


monotones. 
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Nous avons réservé le dernier chapitre au calcul variationnel, 
tant classique ($$ 30 et 31) qu'abstrait ($ 32), cherchant à adopter 
une approche commune à ces deux domaines. 

Etant donné que ce recueil s'adresse plutôt aux étudiants des 
écoles supérieures techniques qu'aux futurs mathématiciens, nous 
nous sommes volontairement abstenus dv aborder des sujets tels 
que espaces topologiques, espaces topologiques vectoriels, théorie 
de la mesure, etc. D'autre part, le cadre restreint du volume ni aura 
pas permis d'y exposer certains autres problèmes appliqués d’im- 
portance (applications à la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles, méthode générale de Fourier, distributions, semi-groupes, 


schémas d’approximation, commande optimale...). 
Les auteurs tiennent à exprimer leur gratitude au professeur 


A. Kirillov de la chaire de Théorie des fonctions et d'Analyse fonction- 
nelle de l'Université Lomonossov de Moscou, au professeur A. Pri- 
depko et à ses collaborateurs de la chaire des Mathématiques supé- 
rieures de l’Institut des ingénieurs physiciens de Moscou (MIFI) 
pour une multitude de suggestions et conseils éclairés qu'ils ont 
dispensé pendant la préparation de cet ouvrage. 

Les contributions de A. Chtern, qui s’est chargé de la lecture 
de notre manuscrit et a formulé une série de remarques pertinentes, 
et de L. Korelchtein, qui a rédigé la partie « Réponses et indications », 
sont inestimables et leur valent toute notre gratitude. 


Les auteurs 


CHAPITRE PREMIER 


ESPACES NORMÉS 


§ 1. Espaces vectoriels normés 


Un espace vectoriel X sur l’ensemble des nombres réels R (ou 
des nombres complexes C) est dit normé si à tout x € X est associé 
un nombre positif || x ||, appelé norme de x, tel que les trois axiomes 
ci-après ont lieu: 


1) || z]| = 0 si et seulement si x = 0; 
2) Tac! = |à |- [| z|| pour tout x € X et tout À réel (resp. com- 
plexe); 


3) [x + y zx + {y || pour tous x, y € X. 


On appelle boule ouverte de centre en x, € X et de rayon r > 0 
l'ensemble S, (£) = {x E X :|| x — zoll <r}. On appelle boule fer- 


mée de centre en x, € X et de rayon r > 0 l’ensemble S, (zo) = 
= {x € X:|| xz — zll <r}. On appelle sphère de centre en x, € X 
et de rayon r >0 l’ensemble o, (x,) = {x E X:|| z — zoll = r}. 

Un ensemble À € X est dit borné s’il est contenu dans une boule 
(ouverte ou fermée). On appelle diamètre de l’ensemble A c X la 
quantité diam A = sup || x — yll. On appelle distance d'un pom 


X,yE À 
x EX à l’ensemble A = X la quantité p (x, A) = infllæ — y||. 


appelle distance entre deux ensembles A, B c X la quantité o (4, de = 
= inf E AE 
xEA, uE P 
Un ensemble M & X est dit ouvert si pour tout x, € M il existe 
un r > 0 tel que A, (alc M. Un point a € X est appelé point 
d’accumulation de l’ensemble M & X si dans toute boule S, (a) il 
existe un point x € M, x Æ a. L'ensemble de tous les points d'accu- 
mulation de M est noté M’. L'ensemble M |J M” est appelé fermeture 
de M et noté M. On dit que l’ensemble M € X est fermé si M = M. 
On dit qu'une suite de x, EX, n EN, converge vers l'élément 
zo E X et l’on écrit x, — zo Si [[xn — 29] — 0 pour n — oœ. 
On dit qu’un ensemble L € X est une variété linéaire si, étant 
donné x, y£€L,onax+uyeL et Àx € L pour À quelconque. Si la 
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variété linéaire est un ensemble fermé dans X, elle est appelée 
sous-espace. La somme algébrique de deux ensembles À et B de l'espace 
X est l’ensemble À + B de toutes les sommes possibles de la forme 
a + b, oùa €A, b € B. Soient x, un élément quelconque de X et L 
une variété linéaire dans X. L'ensemble x, + L est appelé variété 
affine. Soient L, M deux sous-espaces de X tels qu'un élément quel- 
conque xz de X se laisse mettre d'une façon et d’une seule sous la 
forme z = u + v, où u € L, v € M. On dit alors que X est la somme 
directe de L et M et l’on écrit X = LO M. 

On appelle segment reliant deux points x, y € X l’ensemble des 
points de la forme ax + Dn, où a > 0, Pp > 0, «a +p = 1. On dit 
que l’ensemble A Œ X est convexe si tout segment reliant deux 
points quelconques de A est contenu tout entier dans A. 


On dit que l’ensemble A c X est partout dense dans X si A = X. 
On dit que X est un espace séparable s’il contient un ensemble dénom- 
brable partout dense. On dit que l’ensemble A € X est nulle part 
dense dans X si toute boule AS € X contient une autre boule S, dont 
chaque point est extérieur à À. 

On dit que l’espace X est strictement normé si ses points x Æ 0, 
y =Æ 0 vérifient l'égalité || x + y|| sl Zull uniquement pour 
y = A, où À ZU. 

On dit que l'application F: X — Y d’un espace vectoriel normé 
X dans un espace vectoriel normé Y est continue en un point x, € X 
si pour tout e > 0 il existe un ô = ô (e) > 0 tel que f (x) € Se (f (xo)) 
pour tout xz € Ss (z). On dit que l'application F: X — Y est con- 
tinue tout court si elle est continue en tout point x, € X. On dit que 
l'application F: X — Y est uniformément continue si pour tout 
e > 0 il existe un Ô — ô (e) >Q tel que pour tout x, EX ona 
f (x) E€ Se (f (£o)), dès que x € Ss (xo). 

1.1. Montrer que le premier axiome de la définition d'un espace 
vectoriel normé est équivalent à la condition:|| —0 entraîne 
z = (. 

1.2. Soient za, x, Yn, yEX, n€ N. Montrer que: 


a) si z, > z, alors Un} est une suite bornée ; 

b) si z, > z, À, > À, À, EC, alors Anz, —+ Àz: 
c) si £p > z, alors || ET x ||; 

d) six, > x et || x, — y,ll— 0, alors y, > x; 

e) Si Zn > T, on a || zn A E d z — yll; 

f) si Tn > Z, Yn > yY, ON a |l Tn — Hal >l x — yll. 


1.3. Montrer qu’une boule ouverte S, (al est un ensemble 
ouvert, une boule fermée S, (x,) est un ensemble fermé et la ferme- 
ture de S, (x,) est S, (£o). 

1.4. Montrer que diam S, (x,) = 2r. 

1.5. Soient S, (a) = Spr (b) Œ X. Montrer que r S R et [ja — 
— b|| < R —r. 
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1.6. Montrer que deux éléments quelconques x, y de X vérifient 
l'inégalité || x] < max {|| z + yll, x — yll}. 

1.7. Montrer que la somme algébrique et la réunion de deux 
ensembles bornés quelconques sont des ensembles bornés. 


1.8. Montrer qu'un ensemble À € X est borné si et seulement 
si diam À < oo. 

1.9. Montrer qu’un ensemble À € X est borné si et seulement 
si, étant donné une suite quelconque de x, dans À et une suite quel- 
conque de À, € C qui tend verst, la suite {À „£n } tend vers 0. 

1.10. Soit Ac X un ensemble borné. Montrer que À est un 
ensemble borné et que diam À — diam À. 

1.11. Etant donné un ensemble quelconque A € X, montrer 
que l'ensemble A’ est fermé. 

1.12. Montrer que (A'Y € Ai quel que soit l’ensemble À € X. 
L'inclusion stricte est-elle possible? 


1.13. Est-ce que AC B si A, BEX ei Ac Bi 


1.14. Soit A € X un ensemble fermé. Montrer que p (x, A) — 0 
si et seulement si x € À. 


1.15. Soient A, B deux ensembles quelconques dans X. Montrer 
que p (4, B) - p (4, B) — p (A, B) — p (A, B). 
1.16. Soient x un point quelconque de X et À un ensemble quel- 


congue dans X. Montrer que p (x, A) =ọ (x, À). 


1.17. Soient À, B deux ensembles fermés dans X. Peut-on avoir 
0 (4, B)=0 si ANB =Ø? 

1.18. Soit un ensemble quelconque A € X. On appelle frontière 
de A l'ensemble ðA des points x € X tels que toute boule ouverte 
de centre en x contient au moins un point de À et au moins un point 
appartenant au complémentaire de À. Montrer que ðA est un en- 
semble fermé et que la frontière de À se confond avec celle du com- 
plémentaire de À. 

1.19. Etant donné deux ensembles À, B dans X, montrer que 
A -- B est un ensemble ouvert si l’un au moins des ensembles À, B 
est ouvert. 

1.20. Soient 4}, A, Œ X deux ensembles fermés tels que 4, N 
NA: = Ø. Construire des ensembles ouverts B,, Ba Œ X tels 
que A/S B, AC D, et B, NB; =Ø. 

1.21. Montrer que dans tout espace vectoriel normé il existe 
deux ensembles ouverts disjoints non contenus dans des ensembles 
fermés disjoints. 

1.22. Vérifier que dans les cas a) à j) énumérés les axiomes de la 
norme sont satisfaits, i.e. que la norme y est bien définie. Que 
signifie la convergence de la suite dans chacun des espaces énumérés ? 
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a) Espace Æ” des colonnes z= (hu, 2 ER (xx EC), de norme 
r 1/2 
= 2 
Iz= [È Izal] 


b) Espace ci des colonnes x = (Dë, £k ER (x, €C), de 
norme 


Il zi= max Lol, 
Lech 


e 


c) Espace l” des colonnes x = (£k)k=1, Zk ER (zp €C), de 
norme 


m 


Izil= À Izl. 
k=1 


d) Espace (D. p œ 1, des colonnes rift, £p ER (xx € 0), 
de norme 


DEEN 


e) Espace l, des suites z= (zi, 2, ...), ZRER (x EC), véri- 
fiant la condition >) |x,| < œ, de norme 
bel 
Lei - 2 Izal 
f) Espace l, des suites £= Lu Z2, ...), TRER (zp EC), véri- 
fiant la condition 2 [x |? < oo, de norme 
r O0 
Iz=] È ar) 
g) Espace lp, pœ 1, des suites z = (£4, 2, ...), x, GR (x: EC), 


vérifiant la condition D, |z|? < œ, de norme 
R=1 , 


SS 71/» 
Let D tel; 


h) Espace m des suites bornées x = (£1, Za, . . .)tx E R (tx € ©), 
de norme 


Il zl = sup | £r |. 
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i) Espace c, des suites x = (x, Zə, . ..), x, ER (resp. x, € ©), 
qui tendent vers 0, de norme 
xl] = max |z; |. 
h 
j) Espace c des suites convergentes x = (x,, x, ...), a, ER 
(x, € C), de norme 
(EA = sup | £r | 


1.23. Vérifier que dans les cas a) à f) énumérés les axiomes de 
la norme sont satisfaits, i.e. que la norme y est bien définie. Que 
signifie la convergence de la suite dans chacun des espaces énumérés ? 

a) Espace C la, b] des fonctions continues sur la, b], de norme 

Ir = max |z (t) l. 
(Elo, b] 

b) Espace C* [a, b] des fonctions k fois continûment dérivables 

sur la, bl, de norme 
k 
(EIER max fat) (t)|. 


i=0 1E[a,b] 


c) Espace M la, b] de toutes les fonctions bornées sur Io, bl, 
de norme 


xl = sup Tel 
tE [a,b] 


d) Espace K des fonctions à support borné (s’annulant en dehors 
d'un intervalle particulier à chaque fonction) continues sur la droite 
réelle, de norme 


I zl = max | x (6) |. 


e) Espace L, [a, b] des fonctions continues sur [a, b], de norme 
b 


Iel=[ | eara], 1<p< o. 


a 


f) Espace V [a, b] des fonctions à variation bornée sur la, b], 
de norme 


(el lz (01+ Mam, 


Une fonction z (t) définie sur [a, b] est dite à variation bornée 
s’il existe un c constant tel que pour toute subdivision du segment 


n 
[a,b]: a =t <t <... <tn =b on a ‘’linégalité 3 lz(t})— 
bel 
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— z (tı) |< c. On appelle variation totale d'une fonction à 
variation bornée sur la, b] la quantité 


n 


b 
V z(= sup 2 la (ta) — 2 (tr) 


la borne supérieure étant prise suivant toutes les subdivisions finies 
possibles du segment la, bl. 

1.24. Représenter la boule unité fermée S, (0) dans les espaces 
réels E" c?, P, G. 

1.25. Peut- on, dans l’espace des colonnes x = (x:)%1, Zp ER, 
poser 


m 


1/p 
Lei je) 
si De Lei m e Ai? 


1.26. Démontrer les inégalités doubles suivantes pour les normes: 
a) Am Ilr [pm LUE Ilem SPm Ila Ilem ; 

b) Ym ll zl SIl E Ilem S Òm Il A Ilim ` 

€) Em ll Hen Ss E Ilim S Ym |l E Heen, 

Indiquer les meilleures valeurs des constantes strictement positi- 


VES Am, Bm, Ym, Ôm, Em, Vm qui y figurent. 
1.27. Soit ax > 0, k — 1, 2,..., m. Montrer que l'espace des 


colonnes x = (x,)}1, xx, ER, peut être normé de trois façons 
suivantes: 
a) |x || max (a xl); 
Leben 


m 


b) lei 2 o, [Tr] ; 


d 
m 


o Veit È arle]. 


1.28. Montrer que l’espace des colonnes x -= (lu xx ER, 
peut être normé de deux façons suivantes: 


EIER an IT 


b) i| <||= max D el 
Isbsam" il 
1.29. Soit A Joch, i j — 1, 2, ..., m, une matrice symé- 


trique définie positive. Montrer que l’espace des colonnes x = 
== (Un, zp ER, peut être muni de la norme 


m 


3 1/2 
(eil X ar | 
1, J= 
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1.30. Trouver un exemple de suite de ff = (x, x, ...), 


£z E R, qui soit contenue dans chacun des deux espaces indiqués 
et qui soit 


a) convergente dans m mais non dans l}; 

b) convergente dans m mais non dans L ; 

c) convergente dans l, mais non dans l; 

d) convergente dans c, mais non dans l; 

e) convergente dans c, mais non dans L- 

1.31. Montrer que pour tout p > 1 tout élément de lp est aussi 
un élément de c,, mais que l'élément x = (1, 1/ln 2, 1/1n 3, ... 

, i/lnn, ...)Ec, n'appartient à lp pour aucun p > 1. 


1.32. Considérons L comme un ensemble dans m. Montrer que 
la fermeture de L est ca 


1.33. Les suites de 

a) tn (t) =e et; 

b) Yn (t) =P? — i” 
sont-elles convergentes dans C [0, 1]? 

1.34. On considère la suite de 

¿7+1 {7+2 
dÄ kee gege 

Est-elle convergente : 

a) dans C [0, 1]; 

b) dans CT[0, 1]? 

1.35. Soient x, (t), x (©, y (t) E CF la, Ll, x, (t) — x (t) pour 
n — œ. Montrer que x, (t) y (t) — x (t) y (t) pour n —> co. 

1.36. Montrer que toute suite convergente dans C la, b] reste 


convergente dans Ê, la, b]. Donner un exemple de suite qui soit 


convergente dans L, la, b] sans l'être dans C la, b]. 

1.37. Peut-on, dans l’espace vectoriel des fonctions deux fois 
continûment dérivables sur [a, b], adopter comme norme d’un élé- 
ment z (t): 

a) |x (a)| + Ix (a)! +11 "Ice, A? 


H Iæ" ller at ll, p 


c) 1x (a)| + lx (b)| + Ilx” lletra, o3 
d) Jx (a)| He Verte n HIE” loga , 


1.38. Peut-on, dans l’espace vectoriel des fonctions continûment 
dérivables sur Jo, b], adopter comme norme d'un élément x (t): 


a) max Lei: 
téla, b] 

b) max Je: 
tE[a b] 


c) |x (b) — z (a)| + max |e HIE 


2— 0935 
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d) [x(a)| + max |z (OI: 


1E[a, b 
b 


e) | le (£) | dt + max |z’ (t)|? 
tE[a, b] 


1.39. L'ensemble de tous les polynômes dans C [a, b] est-il: 

a) ouvert ; 

b) fermé ? 

1.40. L'ensemble des polynômes de degré n dans Cla, b] est-il 
fermé si 

al ns k: 

1.41. Montrer que les fonctions x (t) telles que | x (t) | < 1 pour 
tout t € [a, b] forment un ensemble ouvert dans C la, bl. 

1.42. Soit dans R un ensemble fixé M. Posons A = {x (t) € 
EC la, bl:x(t) EM pour tout tEla, li L'ensemble Ay est-il 

a) ouvert si M est ouvert; 

b) fermé si M est fermé? 

1.43. La fonction x = f (t) est définie et continue sur l'axe 
réel tout entier. Montrer que l’ensemble {t €ER:f({) <1} est 
ouvert dans R. 

1.44. Montrer que l’ensemble des fonctions continues linéaires 
par morceaux est partout dense dans C Ía, bl. 

1.45. Montrer que l’ensemble de polynômes est partout dense 
dans C* [a, bl]. 

1.46. Quelle doit être la suite de a, € R, a, œ> 0, pour que les 
ensembles suivants soient bornés: 

a) le parallélépipède {x € la, £ = (£i, to, ...): | Zn |< an}; 

b) l’ellipsoïde {re ol, Za...) D sie <1}? 

n=i 

1.47. Montrer que le parallélépipède {x € la, £ = (£1, To, . . .): 
| zn |< 1} est un ensemble ouvert. 

1.48. Quelle doit être la suite de a, ER, a, œ> 0, pour que le 
parallélépipède { x € l3, £ — (£i, Zo, ...): [Zn |< an} soit un 
ensemble ouvert? 

1.49. Montrer que le parallélépipède { x € l}, £ = (£i, £as.. .): 
| £n | La,} est un ensemble fermé. 

1.50. Montrer qu'un espace vectoriel normé X est strictement 
normé si et seulement si la sphère o, (0) ne contient aucun segment, 
i.e. si ax + (1 — a) y é c (0) pour aucun « € ]0, 1[ dès que z, y € 
E Di (0), T e y. 

1.51. Indiquer les espaces strictement normés parmi: 

a) ei: 

b) 4; 


c) lz; 
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d) m; 
e) C [0, 1]; 
f) L, [0, 11. 


1.52. Soient A, B deux ensembles convexes dans X. Indiquer 
les ensembles convexes parmi: AU B; A QB; A + B. 

1.53. Soit A un ensemble convexe dans X, et soit un nombre À. 
Montrer que l’ensemble AA — {x € X: x — }y, y € A} est convexe. 
L'ensemble de tous les sous-ensembles convexes de X a-t-il la struc- 
ture d’espace vectoriel ? 

1.54. La fermeture d'un ensemble convexe dans un espace 
vectoriel normé est-elle un ensemble convexe d 


1.55. Montrer que les boules S, (x,) et S, Dal sont des ensembles 
convexes. La sphère ©, (x,) est-elle un ensemble convexe? 

1.56. Montrer que l'inégalité triangulaire intervenant dans la 
définition de la norme est équivalente à la condition de convexité 


de la boule S, (0). 

1.57. Montrer que toute variété affine dans un espace vectoriel 
normé est un ensemble convexe. 

1.58. Indiquer les ensembles convexes dans C [0, 1] parmi: 

a) ensemble des polynômes de degré kj; 

b) ensemble des polynômes de degré < k; 

c) ensemble de fonctions continues vérifiant 

1 


( Leg) drei: 
i 


d) ensemble de fonctions continues vérifiant 
1 


le Séis): 


n 
e) ensemble de fonctions continûment dérivables vérifiant 


max |z (|+ max |r (| 1. 
tE[O, 1] tE[O, 1] 

1.59. Montrer que les ensembles suivants sont convexes dans l,: 

a) parallélépipède {x € l}, £ = (£i, fa, Jr | 2n | < 21}; 

b) ellipsoïde ze la, £= Lu, Lo, ...): 2 Hi < 1} 

n= 

1.60. Montrer que toute variété linéaire dans un espace vectoriel 
normé de dimension finie est un sous-espace. 

1.61. Montrer que toute variété linéaire de dimension finie 
dans un espace vectoriel normé est un sous-espace. 

1.62. Montrer qu’une boule dans un espace vectoriel normé 
ne contient jamais une variété linéaire non nulle. 


2% 
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1.63. Soit L une variété linéaire dans X telle que L = X. Montrer 
que Z ne contient aucune boule. 

1.64. Montrer que l’ensemble des solutions de l'équation diffé- 
rentielle ordinaire linéaire d'ordre n avec second membre 


d'x dl 
+ (t) gma t e.. Fan (t) z= y (t), 


où les coefficients ap (t), k = 1, 2,..., n, et le second membre 
y (t) sont continus sur Io, b], est une variété affine de dimension n 
dans C la, bl. 

1.65. Montrer que la fermeture d'une variété linéaire dans un 
espace vectoriel normé est un sous-espace. 

1.66. Soient Lı, La deux sous-espaces de X. Montrer que L + L, 
est un sous-espace si l’un quelconque au moins des L, L, est de 
dimension finie. 

1.67. Indiquer les sous-espaces dans C [—1, 1] parmi les en- 
sembles de fonctions suivants: 

a) fonctions monotones ; 

b) fonctions paires ; 

c) polynômes ; 

d) polynômes de degré < kj; 

e) fonctions continûment dérivables ; 

f) fonctions continues linéaires par morceaux ; 

g) fonctions continues à variation bornée ; 

h) fonctions x (t) telles que z (0) =0; 

i) fonctions x (t) telles que 

1 


| x(t)dt=0: 


— 1 


j) fonctions vérifiant la condition de Lipschitz avec une constante 
fonction d’une fonction. 


1.68. Soit L={ren, L= (Zis Lo, ...): D an =0}. 
n=1 


a) Montrer que L est une variété linéaire. 
b) Est-ce que L est un sous-espace ? 
1.69. L'ensemble des suites z= (x, z2, ...), 2, ER, telles que 


x, =Q est-il un sous-espace 

1 

a) dans LL 

b) dans m? 

1.70. Montrer que c, est un sous-espace de c. 

1.71. Montrer que c est un sous-espace de m. 

1.72. Existe-t-il dans X deux ensembles partout denses À, B 


tels que A NB =Ø? 


IMs 
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1.73. Prouver que le complémentaire d'un ensemble nulle part 
dense est partout dense. La réciproque est-elle vraie ? 

1.74. Prouver que le complémentaire d’un ensemble ouvert 
partout dense est nulle part dense. 

1.75. Prouver que la fermeture d’un ensemble nulle part dense 
est nulle part dense. 

1.76. Soit L sous-espace d'un espace séparable X. Montrer 
que Z est séparable. 

1.77. Soit dans X un ensemble non dénombrable À tel que 
pour un e œQ et pour tous x, y € À on a [x — y|| > €. Montrer 
que X n’est pas un espace séparable. 

1.78. Indiquer les espaces séparables dans 1.22 et 1.23. 

1.79. Soit dans C [0, 1] un ensemble L de fonctions x (t) telles 
que cl) —0. Montrer que: 

a) L est un sous-espace de C [0, 1]; 

b) il existe un sous-espace M de dimension un tel que C [0, 1] = 
=L M. 

1.80. Mettre C [0, 1] sous la forme d'une somme directe de 
deux sous-espaces de dimension infinie. 

1.81. Soient un ensemble fermé A cK x E€ X, xz & A. Existe-t-il 
toujours un y € À tel que p (x, A) =|| z — y||? 

1.82. Montrer que, pour que l'application f: X — Y soit con- 
tinue en x, € X, il faut et il suffit que pour toute suite de x, € X 
convergeant vers x, la suite de f (x,) soit convergente vers f Lal, 


1.83. Soit f: X — Y une application continue. Est-ce que: 

a) l’image f (A) d’un ensemble ouvert AC X est toujours un 
ensemble ouvert: 

b) l’image f (B) d’un ensemble fermé B œ X est toujours un 
ensemble fermé ? 

1.84. Soit une application continue f: R — R telle que l’image 
par f de tout ensemble ouvert est un ensemble ouvert. Montrer que f 
est une fonction monotone. 

1.85. Montrer que chacune des conditions suivantes est néces- 
saire et suffisante pour que l'application f: X — Y soit continue: 


a) pour tout ensemble À cœ X on a l'inclusion f (A) € f (4); 

b) l’image réciproque de tout ensemble ouvert Bc Y est un 
ensemble ouvert dans X. 

1.86. Soit f: X — Y une application continue de l’espace X 
sur l’espace Y tout entier, et soit À un ensemble partout dense 
dans X. Montrer que f (A) est un ensemble partout dense dans Y. 

1.87. Soit dans X un ensemble fixé A. Montrer que f (x) = 
— p (x, À) est une application continue de X dans R. 

1.88. Soit À un ensemble quelconque dans X, et soit un e quel- 
conque. € >> 0. Montrer que {x € X: o (x, A) < e} est un ensemble 
ouvert et {x € À : o (x, À) < €} est un ensemble fermé. 
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1.89. Soient dans X deux ensembles fermés À,, À, tels que 
A, NA: = Ø. Soit un xz € X. Posons 


A — p (x, A1) 
EEE" 


a) Montrer que @: X — R est une application continue. De plus, 
on a0<œp(x) L'1; p (x) =Q si et seulement si x € 41; p(x) —1 
si et seulement si x € À. 

b) Posant B, ei (10, 1/21), Ba = ¢™ (11/2, 11), montrer que 
B,, B sont des ensembles ouverts et que A, € Bi, 4, Z Ba. (C'est 
une nouvelle démonstration de l’assertion de 1.20.) 

c) L'application œ est-elle uniformément continue sur X? 

1.90. Montrer que l'application f: Ct la, bl— C la, bl, f (x) = 
— dridi est continue. 

1.91. Soit une application f: L— C la, b], f (x) — dx/dt, où L 
est une variété linéaire dans C la, b] formée de fonctions continû- 
ment dérivables. L'application f est-elle continue? 

1.92. L'application f (x) -- x (1) est-elle continue si elle opère 

a) de C [0, 1] dans R; 


b) de L, [0, 1] dans R? (Voir 1.23.) 
1.93. L'application f (x) — x° (t) est-elle continue si elle opère 
a) de C [0, 1] dans C [0, 1]; 


b) de L, [0, 4] dans L, 10, 1]: 
c) de C [0, 1] dans L, IO 11? 


Est-elle uniformément continue ? 

1.94. Soient f: X — Y, g: X — Y deux applications continues. 
Montrer que l’ensemble {x € X: f (x) — g (x)} est fermé dans X. 

1.95. Soient dans X deux ensembles quelconques À, B tels que 
0x (4, B) = 0. Peut-on avoir py (f (4), f (B)) 0, si l'application 
IA —Y est 

a) continue ; 

b) uniformément continue ? 


§ 2. Espaces de Banach 


Soit X un espace vectoriel normé. On dit que {x,} € X est une 
suite de Cauchy si pour tout e > 0 il existe un N = N (e) tel que 
pour tout n œ N et pour tout p entier naturel on a || £tn+p nl < 
< g. On dit que X est un espace complet si toute suite de Cauchy 
est convergente dans X. Un espace vectoriel normé complet est 
appelé espace de Banach. 

On dit que les normes || zll, || x|l sont équivalentes sur l’espace 
vectoriel X s’il existe deux nombres oU, B >O tels que pour 
tout xE X on a af zihi SIl zll < $I zih- 
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On dit que deux espaces vectoriels normés X, Y sont isomorphes 
si l’on peut définir une application J: X — Y telle que: 

— J est linéaire; 

— J établit un isomorphisme entre X et Y considérés comme 
espaces vectoriels ; 

— il existe deux constantes o œ 0, P = Q telles que pour tout 
zEX on à ax [| SI J (œ) < PI zll. 

Si || J Gill =|| xz||, on dit que X et Y sont isométriques. 

On dit que l’espace vectoriel normé X est immergé (ou plongé) 
dans l’espace vectoriel normé Y s’il existe une application J : X — Y 
possédant les propriétés suivantes: 

— J est linéaire et biunivoque sur son ensemble des valeurs ; 

— il existe une constante BU telle que pour tout x € X on 
a IJ ail e BI zll. 


On dit que l’espace de Banach X est le complété de l’espace 
vectoriel normé X si À est une variété linéaire partout dense 


dans X. 


Théorème 2.1. Tout espace vectoriel normé X admet un complété. 


Ce complété est unique, à une application isométrique près qui envoie 


X dans X. 


Théorème 2.2. Soit dans un espace de Banach X une suite de boules 


E (£a) plongées l'une dans l’autre (ou emboîtées), Sr (Zn +1) Z 


SEI? (x,). telles que ra > 0 pour n — œ. Il existe alors dans X 
un point el un seul qui est commun à toutes les boules. 

2.1. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée dans un espace 
vectoriel normé. 

2.2. Soit {zn} Œ X une suite de Cauchy, et soit {x,,} une sous- 


suite (ou suite partielle) convergente extraite de {x,}. Montrer que 
la suite {r,} est elle-même convergente. 


2.3. Soit {t,} € X, et soit D I| £n+1 — zn || la série conver- 
gente. Montrer que {x,} est une suite de Cauchy. La réciproque 
est-elle vraie? 


2.4. Soient {£n}, {y,} © X deux suites de Cauchy. Montrer que 
la suite de À, =|| x, — y,|| est convergente. 
2.5. Soient dans un espace vectoriel de polynômes sur Ía, b] 


b 
lei, — max |z), zll=[ | leae] 


a 
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a) Vérifier les axiomes de la norme. 

b) Y a-t-il un espace de Banach parmi les espaces qu'on obtient? 

c) Décrire le complété de l’espace considéré pour chacune des 
normes. 


2.6. Soit dans un espace vectoriel Hi Io, b] de fonctions réelles 
continûâment dérivables sur [a, b] 


b 


Le {f a ady. 


a 


a) Vérifier les axiomes de la norme. 

b) L'espace normé obtenu est-il de Banach? 

2.7. Indiquer les espaces de Banach dans 1.22, 1.23. 

2.8. Soient deux normes équivalentes définies sur un espace 
vectoriel X. Supposons que X soit de Banach pour l’une de ces 
normes. Montrer qu’il en est de même pour l'autre. 

2.9. Montrer que deux normes définies sur un même espace 
vectoriel sont équivalentes si et seulement si toute suite convergente 
par rapport à une norme est aussi convergente par rapport à l’autre. 

2.10. Montrer que sur l’espace vectoriel de fonctions continues 


sur [a, b] la norme ||x||;,,, ,, est équivalente à la norme 


b 


Leitsllememat". 


a 


où v (t) est continue sur la, b] et v (t) > à >Q sur la, bl. 

2.11. Les normes || z|lcta, au et Il ll sont-elles équivalentes 
sur l’espace vectoriel de fonctions continues sur la, b]? 

2.12. Lesquelles des normes définies dans 1.38 sur l’espace 
vectoriel de fonctions continôment dérivables sur Io, b] sont-elles 
équivalentes à la norme introduite dans CT lo, b]? 

2.13. Montrer que tout espace vectoriel normé de dimension 
finie est de Banach. 

2.14. Montrer que tout sous-espace d'un espace de Banach est 
encore de Banach. 

2.15. Soit L une variété linéaire dans un espace vectoriel normé 
X. Supposons que L soit un espace complet en norme de X. Montrer 
que L est fermé dans X, i.e. que L est un sous-espace de À. 

2.16. Soient X un ensemble quelconque, Æ un espace vectoriel 
normé, f: X — E une application bornée, i.e. telle que f (X) est 
un ensemble borné dans £. 

a) Montrer que l’ensemble fg (X) de toutes les applications bor- 
nées a une structure d'espace vectoriel normé si l’on pose || fI] = 


= supli f CH 
X 
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b) Soit X un espace vectoriel normé. Montrer que l’ensemble 
des applications continues bornées o: À — E est un sous-espace 
dans fr (X). 

c) Soit E de Banach. Montrer que fe (X) est de Banach. 

2.17. Soient X un espace de Banach et Z une variété linéaire 
dans X. Montrer que le complété de Z en norme de X se confond 
avec la fermeture de Z. 

2.18. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et J: A — Y 
une application isomorphe. Montrer que: 

a) J est continue ; 

b) J admet une application réciproque, continue elle aussi. 

2.19. Montrer que tout espace vectoriel normé de dimension 
n est isomorphe à ET, 

2.20. L'espace X est de Banach et isomorphe à un espace vecto- 
riel normé Y. Montrer que Y est de Banach. 

2.21. Montrer que l'application identique Jx = x définit un 


plongement de C [a, b] dans L, la, bl. 

2.22. Montrer que l'application identique Jx = x définit un 
plongement de l’espace C* [a, b] dans l’espace C [a, b], k entier 
naturel quelconque. 

2.23. Prouver que le théorème 2.2 sur les boules emboîtées cesse 
d être vrai en général si, en gardant les autres hypothèses, on admet 
que 

a) les boules ne sont pas fermées ; 

b) l’espace n'est pas complet. 

2.24. Soit dans un espace de Banach une suite d'ensembles fer- 
més emboîtés non vides dont les diamètres tendent vers 0. Montrer 
que cette suite a un point commun et un seul. 

2.25. Soit X un espace vectoriel normé. Supposons que toute 
suite de boules fermées emboîtées non vides dont les rayons tendent! 
vers 0 admet une intersection non vide dans X. Montrer que X est 
de Banach. 

2.26. Montrer que dans un espace de Banach toute suite de 
boules fermées emboîtées non vides a un point commun. 

2.27. Soit une suite d'ensembles fermés bornés emboîtés non 
vides dans un espace de Banach. Peut-elle avoir l'intersection vide? 

2.28. Soient X un espace vectoriel normé et Z son sous-espace. 
On dit que deux éléments x, y € X sont dans la même classe suivant 
L, notée Ẹ, si x — y € L. L'ensemble des classes est un espace vecto- 
riel appelé espace quotient et noté X/L. Montrer que: 

a) on peut normer X/L par TE, = inf Jet: 


b) X/L est de Banach par rapport à la norme introduite si X est 

de Banach ; 
c) X/L est isomorphe à R si X = C [0, 1], L = {x (t) € C [0, 1]: 

0) = 0}. 
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§ 3. Espaces de Hilbert 


Un espace vectoriel réel est dit euclidien si à tout couple de ses 
éléments z, y est associé un nombre réel noté (x, y) et appelé produit 
scalaire, et si les axiomes suivants ont lieu: 

1) (x, x) > 0, (x, x) — 0 si et seulement si x = 0; 

2) (x, y) = (Y, x); 

3) (AZ, y) = À (x, y) pour tout À CR; 

4) (x + y, z) = (x, z) + (y, 2). 

Un espace vectoriel complexe est dit unitaire si à tout couple 
de ses éléments x, y est associé un nombre complexe noté (x, y) et 
appelé produit scalaire, et si les axiomes suivants ont lieu: 

1) (x, x) > 0, (x, x)= 0 si et seulement si z = Q0; 

2) (x, y) = (y, x) (la barre signifie le passage au conjugué com- 
plexe) ; 

3) (At, y) = À (x, y) pour tout à €C; 

4) (£ + y, z) = (z, z) + (y, 2). 

De l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski | (x, y) P < (x, x) (y, y) 
il ressort que les espaces euclidien et unitaire peuvent être normés 
par ||xz|| = y (z, x). Un espace H (euclidien ou unitaire) muni 
d'un produit scalaire est appelé espace de Hilbert s'il est complet 
par rapport à la norme ci-dessus. 

On appelle angle entre deux éléments non nuls x, y d’un espace 
réel de Hilbert l’angle ọ compris entre O et x, tel que 


(x, y) 
IEN Af 


Deux éléments x, y € H tels que (x, y) = 0 sont dits orthogonaux 
et notés z |. y. On note M+ l’ensemble des z € H tels que (z, x) = 
— 0 pour tout cE M c H. 

Une famille d'éléments kı, kə, ... € H est dite orthogonale si 
{h;, h;) = 0, i Æ j, khi 0, et orthonormée si 


COS @ = 


(h, h)=8 =Í 1 pour i=j, 
O H iTA 0 pour ij. 


On dit que la famille d'éléments x,, ze... € H est libre si la 
famille x,, x, . . ., x, est libre pour tout n entier naturel. 


Théorème 3.1. Soit h, ho, . . . € H une famille libre. Il existe 
alors dans H une famille orthogonale fi, fa, . . ., telle que 
fr = Ant + aroha +... + apr, api EC, arg O, 
k= 1, 2, ...; 
h; = bafi + bjdfe + .. + b;f;; bj €C, b;; 0, 
j = 1, 2, ... 
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L'opération par laquelle on obtient une famille orthogonale à 
partir d'une famille libre donnée est appelée orthogonalisation de 
cette dernière. 

On appelle déterminant de Gram d'une famille d'éléments z1, Zen... 

., Zn E H le déterminant 


P (£i, Lo, oe., La) = 


(Tn, T1) (Zn, To) dd (Zn, Ln) 
Une famille orthogonale gu, ga... € H est dite totale si tout 
élément de H se laisse développer en série de Fourier: 


AN 
T= a Crit, 
R 


où les quantités c} = (x, all Q} |? sont les coefficients de Fourier, 
k € N. Autrement dit, la série 3 Chk converge en norme de H 


t 
et est de somme égale ar Une famille orthogonale totale est appelée 
base orthogonale de l’espace H. 


Théorème 3.2. Soit M un ensemble fermé convexe dans l’espace de 
Hilbert H, et soit x un élément extérieur à M. Il existe alors dans M 
un élément y et un seul tel que p (x, M) =|| x — yll. 


Théorème 3.3. Soit L un sous-espace de H. Alors H = L @ L+}; 
autrement dit, tout élément x de H se laisse décomposer d’une façon et 
d'une seule sous la forme x = u + v, où uE L, v€ Lt. Ceci étant, 
on ap (x, L) =|| xz — ul =|| vll. 

L'élément u est appelé projection de x sur L. 

3.1. Montrer que dans la définition d'un espace euclidien (uni- 
taire) on peut remplacer l’axiome 1) par la condition que (x, x) > 0 
et que (x, x) = 0 entraîne x = Q. 

3.2. Montrer que dans un espace muni d’un produit scalaire 

a) pour trois éléments quelconques x, y, z on a l'identité d Apollo: 
nius 
2 D 


3 


1 
Iz= al + z= l= 5 leyl ]2- St) 


b) pour quatre éléments quelconques x, y, Z, t on a l'inégalité 
de Ptolémée 


x — 21 y TEE y z — tll Hi y — 2x — ll. 


Quand l'inégalité de Ptolémée devient-elle égalité? 
3.3. Montrer que deux éléments x, y d’un espace euclidien sont 
orthogonaux si et seulement si [xl +I yl? =|] x + yl}. 
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3.4. Montrer que deux éléments x, y d'un espace unitaire sont 
orthogonaux si et seulement si || Ax|® +I| uyl? =|| àz + uyl? pour 
tous À, u €C. 

3.9. Soit X un espace vectoriel réel normé. Supposons que ses 
deux éléments quelconques x, y vérifient toujours l’égalité du parallé- 
logramme : 


le + yl? +I e yl? = 2 xl + y. 


Montrer que la formule 


(z, =F (lz +yl?— Il z y 


munit X d’un produit scalaire compatible avec la norme sur X, 
i.e. tel que (x, x) =|| z|. 

3.6. Soit X un espace vectoriel complexe normé. Supposons que 
ses deux éléments quelconques x, y vérifient toujours légalité du 
parallélogramme : 


I æy [3+ e y l= 2{ l e y 13. 


Montrer que la formule 
d , . 
(z, Ms {ll e+ llè lley P le + ie iy ley 


munit X d'un produit scalaire compatible avec la norme sur X. 

3.7. Montrer que C [0, 1] ne peut être muni d’un produit scalaire 
compatible avec sa norme. 

3.8. Montrer que l ne peut être muni d'un produit scalaire 
compatible avec sa norme. 

3.9. Dans un espace vectoriel L, la, b] de fonctions continues 
sur [a, b], posons 


(z, y) = lei y(0 dt 
S'agit-il d’un espace de Hilbert? 


3.10. Dans un espace vectoriel H, [a, b] de fonctions continû- 
ment dérivables sur [a, b], posons 


a S 


(z, y j= fi Le (t) y (£) +" (t) y' (I dt. 


a 


S'agit-il d'un espace de Hilbert? 
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3.11. Dans un espace vectoriel de suites x = (£i, Zə, ...), 
z, ER, telles que 


OD 


> 


R=1 


2 
Th L CO, 


posons 
REIH ED 


où À, ER, 0< àp < 1. On obtient un espace euclidien. Est-il de 
Hilbert ? 

3.12. Soit H un espace de Hilbert séparable. Montrer que toute 
famille orthonormée est au plus dénombrable dans H. 


3.13. Soit Zi, Zə, ..., £n une famille orthogonale dans un 


n n 

espace de Hilbert H, x= >: zp. Montrer que [|x[|2=— >, I| zp l2. 
k=i R=1 

3.14. Soit zu x, ... une famille orthogonale dans un espace 


de Hilbert H. Montrer que la série > zp est convergente dans H 
k=1 


O0 
si et seulement si la série numérique 2. || £z} ||? est convergente 
bal 


dans H. 
3.15. Soit {e,} une famille orthonormée dans un espace de Hil- 
bert H, avec nEN, et soit {à „} une suite de nombres réels ou 


complexes. Montrer que la série >} àe, est convergente dans H 
(EM 
OC 


si et seulement si >) JAn]? < œ. 
(EA 


3.16. Soient zi, Zə, . GL Yi, Yo, . . deux familles d'éléments 
de H, telles que 


1 pour i=j, 


(Ti, EINEN 0 pour iÆj. 
(On dit alors que ces deux familles sont biorthogonales.) Montrer qu’il 
s’agit de deux familles libres. 

3.17. Montrer qu'une famille d'éléments d'un espace de Hilbert 
est libre si et seulement si son déterminant de Gram est non nul. 

3.18. Montrer que tout espace de Hilbert est strictement normé. 

3.19. Soient x,, x, deux éléments d’un espace H muni d'un 
produit scalaire, tels que Re (x, zə) =|| x, lP =|| z|. Montrer 
que zı = Lo. 
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3.20. Soient x,, y, des éléments appartenant à la boule unité 


fermée S, (0) d’un espace de Hilbert, tels que (£n, y) — 1 pour 
n — oo. Montrer que || x, — Hall — 0 quand n —> oo. 
3.21. Montrer que, pour qu’un élément x d'un espace de Hilbert 
H soit orthogonal à un sous-espace L de H il faut et il suffit quil 
y ait || z|| <l x — yl| pour tout y € L. 
3.22. Soit M un ensemble quelconque dans un espace de Hil- 
bert H Montrer que M- est un sous-espace de H. 
3.23. Soit M un ensemble quelconque dans un espace de Hilbert 
H. Montrer qu'on a M œ (M+)}+. L'’inclusion stricte est-elle pos- 
sible ? 
3.24. Soit M un ensemble dans un espace de Hilbert H Montrer 
qu'on a M = (M1)! si et seulement si M est un sous-espace de H. 
3.25. Soient M, N deux ensembles dans un espace de Hilbert À, 
tels que M CN Montrer que M+ Nt. 
3.26. Dans un espace vectoriel de fonctions x(t) continues sur 
IO. œf et telles que \ |x (t)|2e7 dt converge, posons 
0 
(r, y= | 2 y (H) e dt. 
0 


a) Vérifier les axiomes du produit sralaire. 

b) Soit une famille libre 1, t, £, . .. Son orthogonalisation nous 
conduit à une famille orthogonale de polynômes de Tchébychev- 
Laguerre. Ecrire ses trois premiers polynômes. 


3.27. Dans un espace vectoriel de fonctions x (t) continues sur 
O0 


]— œ, œf et telles que | ix (t)l?e-t dt converge, posons 


— 00 


(x, y) = | x (t) y (i)e dt. 


a) Vérifier les axiomes du produit scalaire. 

b) Soit une famille libre 1, £, #, ... Son orthogonalisation nous 
conduit à une famille orthogonale de polynômes de Tchébychev- 
Hermite. Ecrire ses trois premiers polynômes. 

3.28. Soit dans l, l’ensemble 


M={ret. L= (Xi, Los ...) dei DEA) 


Montrer que M est une variété linéaire partout dense dans l. 
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3.29. Chercher dans la variété linéaire M de 3.28 une famille 
libre dont l’orthogonalisation conduit à une base de l}. 
3.30. Montrer que pour tout entier naturel n fixé l’ensemble 


M={ren. L= (Lj, Lo, ...) : © a 0) 


est un sous-espace de Z,. Chercher un sous-espace N tel que l, = 
= M ỌN. 

3.31. Soient M, N deux sous-espaces d'un espace de Hilbert H, 
tels que M LN Montrer que M + N est un sous-espace de H. 

3.32. Soient M, N deux ensembles dans un espace de Hilbert H. 
tels que tout élément z de H se laisse décomposer d'une façon et. 
d'une seule sous la forme x = u + v, où u € M, v € N. Peut on en 
déduire que M, N sont tous deux des sous-espaces de H? 

3.33. Chercher dans l, un ensemble M tel que M + M+ Æ l. 

3.34. Soient M, N deux sous-espaces d'un espace de Hilbert 
H tels que H — M OGN Faut-il en déduire que N = M1? 

3.35. Chercher dans l, deux sous-espaces M, N de dimension 
infinie tels que l = M @ N. 

3.36. Soit dans L, [—1, 1] l’ensemble M des fonctions x (t) s'an- 
nulant pour t œQ. 


a) Montrer que M est un sous-espace de L, [—1, 1]. 

b) Définir le sous-espace M+. 

c) L’assertion du théorème 3.3 est-elle vraie dans Lo [—1, 1]? 
3.37. Soit dans l, la suite de 


l 1 1 
= (1, EI 92k ? 3k ? e), kEN. 


Montrer que l’enveloppe linéaire de cette suite est partout dense 
dans l. 

3.38. Soit dans un espace de Hilbert H une suite d'éléments x, 
fixée, n E N, et soit {àn}, n € N, une suite fixée de nombres réels 
(complexes). Soit l’ensemble M — {x € H: (x, £h) = àp}. Montrer 
que si M est non vide, on a M = x, + L, où x, € H et L est un 
sous-espace de H. 

3.39. Soit dans un espace de Hilbert H une suite d'éléments x, 


fixée, k = 1, 2, ..., el soit {àp}, k = 1, 2, ..., n, une suite 
fixée de nombres réels. (Considérons l’ensemble M = {x € H: 
Re (x, £h) S àp, k = 1, 2, ..., n}. Montrer que M est fermé et 


convexe dans H. 

3.40. Soit M un ensemble fermé convexe dans un espace de 
Hilbert H Montrer que M possède un élément et un seul ayant la 
plus petite norme. 

3.41. Chercher dans l, un ensemble fermé qui n’a aucun élément 
ayant la plus petite norme. 
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3.42. Soit M un ensemble fermé convexe dans un espace réel 
de Hilbert H. Montrer qu’un élément y € M vérifie op (x, M) = 
=|| x — y|| si et seulement si (x — y, y — 2) > pour tout z € M. 

3.43. Soit dans un espace de Hilbert H un ensemble fermé con- 
vexe M = S,(x;). Soit dans H un x extérieur à M. Montrer qu'un 
élément y € M tel que o (x, M) =|| x — y|| s'écrit 


TX 
Y = to ET wer 
° Ixz—zxol ° 


3.44. Montrer que toute suite d’ensembles fermés bornés con- 
vexes emboîtés non vides dans un espace de Hilbert a l'intersection 
non vide. 

3.45. Chercher dans C [0, 1] une suite d’ensembles fermés bornés 
convexes non vides emboîtés ayant l'intersection vide. 


$ 4. Espaces de Lebesgue et de Sobolev 


Un ensemble M c [a, b] est de mesure nulle si pour tout e > O 
il existe une famille finie ou dénombrable de segments ne 


fermés) [a&,, Bal telle que M cœ U [a,, Bal, 2 (Bn — An) <E. 


n 

Si la suite {r, (t)}, n € N, admet une limite égale à x NM partout 
sur Io, b] sauf peut-être un ensemble de mesure nulle, on dit que 
{£n (t)} converge vers x (t) presque partout sur la, b] et l’on écrit 
lim zn (t) = x (t). 
N- 0 8 

Soit L, la, b] l’espace des fonctions continues sur Io, b] muni 
de la norme 


lell = | lirl at; 


RQ Lemma EP 


si une suite est convergente en cette norme, on dit ou elle converge 
en moyenne. L'espace L [a, b] n’est pas complet ; son complété est 
appelé espace de Lebesgue et noté L, la, b]. On dit que la fonction 
x (t) est intégrable au sens de Lebesgue sur le segment [a, b] s’il existe 
une suite de Cauchy en moyenne de fonctions continues z, (t) n € N, 


p.p. 
telle que lim x, (t) = z(t). La quantité 


n—00 


b b 
(£) | z(i)dt=lim | x, (t) dt 


no “ 
a 
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est appelée alors intégrale de Lebesgue de x (t) suivant la, b]. Les 
éléments de l’espace L; la, b] sont des fonctions x (t) telles que 


b 
(£) | la (DI dt <o. 
Soit L, la, b] l’espace des fonctions continues sur la, b] muni de 


la norme 
b 


(el ielat] 


a 


HP p>1. 


L'espace Lp la, b] n’est pas complet ; son complété se note Lp la, bl. 
Les éléments de Lp la, b] sont des fonctions x (t) telles que 


b 
(£) | 1x (HP dt < o0. 


L'espace L, la, b] regardé comme complété de l’espace euclidien 


Le Io, b] est un espace de Hilbert; il est muni du produit scalaire 
défini par 


b 
(x, y)=(£) | x(t)y(é) dt. 


Soit À! la, b] l’espace des fonctions continûment dérivables sur 
la, b] muni du produit scalaire 
b 


(x, y)= | [x (t) y (t) + x (t) y’ (6)] dt 


a 


Cet espace n’est pas complet ; son complété est un espace de Hilbert 
appelé espace de Sobolev et noté H* [a, b]. Les éléments ajoutés à 


H1 [a, b] par complétion de celui-ci peuvent être identifiés avec des 
fonctions x (t) de L, (a, b] qui admettent des dérivées au sens des 
distributions x(t). 


Théorème 4.1. L'espace H! [a, best immergé dans l’espace C Io, b]. 


4.1. Montrer que l’espace L, la, b] ne peut être muni d’un produit 
scalaire compatible avec la norme. 

4.2. Montrer que pour z (t), y (t) E€ L, la, b] on a z (t) y (€ 
€ L, [a, b]. 

4.3. Donner un exemple de fonction: 

a) x (t) € L [0, 1] telle que z? (t) ¢ L, [0, 1]; 

b) x (t) € L, [0, 1] telle que x (t) ¢ L, [0, 1]. 


3—0935 
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4.4. Montrer que toute suite {x, (t)}, n € N, convergente dans 
C La, b] l’est aussi dans L, [a, b], p > 1. 

4.5. Donner un exemple de suite de fonctions x, (t), n € N, con- 
tinues sur IO, 1], qui converge dans L, [0, 1] et dans L, [0, 1] mais 
ne converge pas dans C[0, 11. 

4.6. Montrer que la suite de x, (t) = n°te-"t, n € N, converge 
ponctuellement vers x (t) = 0 pour tout {1 > 0 mais ne converge 
pas dans L, [0, 11. 

4.7. Montrer que l’ensemble de fonctions continues linéaires par 
morceaux sur la, b] est partout dense dans L, la, bl, p > 1. 

4.8. Montrer que l’espace Lp la, b], p > 1, est séparable. 

4.9. Chercher l’angle ọ entre éléments x (t) = sin ż et y (t) = t 
dans l’espace L, [0, xl. 

4.10. Chercher les angles du triangle formé dans L, [—1, 1] par 
les éléments z, (t) = 0, x (t) = 1, z; (t) = t. 

4.11. Chercher la norme de la fonction x (t) = tœ dans les espaces 
L, 10, 1], p > 1, auxquels cette fonction appartient. 

4.12. Orthogonaliser les éléments x, (t) = 1, zı (t) = t, z, (t) = 
= E, x; (t) = À: 

a) dans La [—1, 1]; 

b) dans L, [0, 1]. 

4.13. Soit dans L, [0, 1] un ensemble À de fonctions s’annulant 
sur un intervalle qui contient le point t = 0,5 (et qui dépend en 
général de la fonction considérée). A est-il un ensemble fermé ? 

4.14. Montrer que dans L, [0, 1] l’ensemble des fonctions dont 
presque toutes les valeurs sont sur [—1, 1] est convexe. S'agit-il 
d'un ensemble fermé? 

4.15. Soit M,, à € R, l’ensemble de toutes les fonctions con- 
tinues zx (t) de La [—1, 1] telles que x (0) = À. Montrer que chaque 
M, est convexe et partout dense dans cet espace. 

4.16. Montrer que l’ensemble des polynômes P (t) tels que 
P (1) = 0 est convexe et partout dense dans l’espace L, [0, 1]. 

4.17. Montrer qu’un ensemble de fonctions en escalier est con- 
vexe et partout dense dans L, la, bl. 

4.18. Soit [c, dl Œ la, bl. Montrer que l’ensemble M= 
= {z (t) € L, la, b]: x (t) = 0 presque partout sur Íc, dl} est un 
sous-espace de L, la, b]. Définir son sous-espace M1. 

4.19. Montrer que l’ensemble 


1 
M = {x (t) € L210, 1]: | xt) 4t=0} 
0 


est un sous-espace de L, [0, 1]. Définir son sous-espace M. 
4.20. Montrer que l'application identique Jz = x définit l'im- 
mersion de C la, b} dans Lp la, b] pour tout p > 1. 


$ 4] ESPACES DE LEBESGUE ET DE SOBOLEV 35 


4.21. Montrer que l'application identique Jx = x définit l’im- 
mersion de Lp la, b] dans L, la, b] pour 1 S s< p 

4.22. Montrer que l’ensemble des polynômes est partout dense 
dans H! la, bl. 

4.23. Soient z (t) € H! la, bl], y (t) € Ct [a, b]. Montrer que 
x (t) y (t) E€ HÆ la, bl. 

4.24. Chercher dans H! [0, n] l’angle entre les éléments z (t) = 
= sin ł et y (t) = t. 
4.25. Orthogonaliser la famille des éléments x, ($) = 1, zı (t) = 
t, £z (t) = À, z (t) = È dans H+ [—1, 11. 
4.26. Montrer que la famille des fonctions 
2nk (t— a) Ink (t— a) 


pra Dee e MEN, 


1, sin 


est orthogonale dans H! [a, b]. 
4.27. Montrer que l’ensemble 


H la, b] = {x (t) € H1[a, bl: x (a) = x (b) = 0) 


est un sous-espace dans H! lo, b]. Définir son sous-espace (A! EIER 
4.28. Montrer que l’ensemble 


M = {x (t) € H’ [a, b]: x (a) = x (b)} 
est un sous-espace dans HT [a, b]. Définir son sous-espace M. 
4.29. Montrer que l’ensemble 
b 


M= fx (t)€ gie, b]: | z (t)dt=0} 


est un sous-espace dans H! [a, b]. Définir son sous-espace ML. 
4.30. Montrer que pour qu'une fonction x (t) de L, [0, x] appar- 


tienne au sous espace H! [0, n] = Le (t) € H! [0, xl: x (0) = x (x) = 
= 0}, il faut et il suffit que soit convergente la série 

È kab}, 

k=l 
dans laquelle 


TL 
bn Lem sin kt dt, kEN. 
0 


On a alors 
I 


(Lei, 5 JOA (2+1) bk. 


Giro. a 
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4.31. Lesquelles des fonctions x (t) = sgn t, y (t) = | t | appar- 
tiennent-elles à H! [—n, xl? 

4.32. Montrer que Ht [0, n] est strictement immergé dans 
C [0, x], i.e. qu’il existe une fonction x (t) continue sur [0, x] qui 
n'appartient pas à A1 [0, xl. 


$ 5. Recherche de la meilleure approximation 
dans les espaces de Hilbert et de Banach 


Soient X un espace vectoriel normé, L son sous-espace, x un 
élément de X. S'il existe dans L un élément u* tel que p (x, L) = 
= || x — u* ||, on dit que u* est le meilleur élément de l'approximation 
de x par les éléments de L. 


Théorème 5.1 Si L est de dimension finie, il existe pour tout x € X 
un meilleur élément de son approximation par les éléments de L. 


Théorème 5.2 Si X est un espace strictement normé, il existe, pour 
tout x € X, au plus un meilleur élément de son approximation par 
les éléments de L. 


Si H est un espace de Hilbert, la recherche de la meilleure appro- 
ximation dans son sous-espace L de dimension finie utilise le théorème 
3.3. Soit (ba, ha, . . Bai une base dans L: chaque élément u* de L 
se laisse mettre sous la forme 


= H OUTRE 
k=1 


où An E R ou À, E C pour k = 1, 2,..., n. D’après le théorème 3.3, 
la recherche de la meilleure approximation consiste à résoudre, par 
rapport à Au, Àz, + > ., Àn, le système d'équations algébriques linéaires 


(x — 2 Ab, bla, j=1,2,.. „n. (1) 


Le système (1) admet une solution et une seule, car son déterminant 
est I (hi, ho, . . ., hn) Æ 0. Si {h1, ho, . . ., An} est une base ortho- 
gonale de L, le système (1) se décompose en équations indépendantes 
de la forme 


Acll bel = (x, h;), j = À, 2, ss.) À, 


c’est la raison pour laquelle on procède généralement par orthogona- 
lisation de {h;, ho, . . Bal, 

Dans un espace de Banach, il est très difficile d'écrire un algo- 
rithme (même numérique) efficace de recherche de la meilleure 
approximation: au lieu de chercher l’approximation dans l’espace 
de Banach, on la cherche donc dans un espace de Hilbert immergé 
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dans cet espace de Banach. Soit l’espace C [a, b]. D'après le théorème 
4.1 de l’immersion de H+ [a, b] dansC la, b] et la définition d’une im- 
mersion, il existe dans R un $ > O tel que pour tout x € H! [a, b] 
on a [| zlleta, o} S DU zllota nn, Soit dans C [a, b] un sous-espace L 
avec comme base une famille de fonctions continûment dérivables ; 
soit u* le meilleur élément de l'approximation d’un x € H! [a, b] 
par les éléments de L, obtenu par (1). Alors || x — u*{[|cça, Au S 
< DI zc — vëllote, nu et, si la norme || x — vëllota a est suffisam- 
ment petite, l'élément u* approche bien x aussi dans C [a. bl. 


9.1. Soient X un espace vectoriel normé, L son sous-espace, 
x € X, y € L. Montrer que p (x, L) = p (x + y, L). 

5.2. Soient X un espace vectoriel normé, L son sous-espace, 
x E X. Supposons que le meilleur élément de l'approximation de x 
par les éléments de L n’est pas unique. Montrer qu’il existe alors 
une infinité de tels éléments. 

5.3. Soient X un espace vectoriel réel normé, x, y € X. Montrer 
que la fonction ọ (t) =|| x — ty|| passe par son infimum pour ż ER. 

5.4. Montrer que dans c? l’ensemble des meilleurs éléments de 


l’approximation de x = (o | par les éléments du sous-espace L = 


={( 2); a ER} s'écrit u* = (°), où œ E[—1, 11. 


5.5. Soit dans C [0, 1] le sous-espace L = {x (t) EC [0, 1]: 
x(0) = 0}. Soit z (t) = 1. Définir l’ensemble des meilleurs élé- 
ments de l'approximation de x par les éléments de L. 

5.6. Chercher dans C [0, 4] la distance: 

a) de l’élément x, (t) = t au sous-espace des polynômes de degré 0 ; 

b) de l'élément x, (t) = {£ au sous-espace des polynômes de degré 
< 1. 
5.7. Soit L un sous-espace n-dimensionnel de base (IG, ho, . .. 
Bal dans un espace de Hilbert H, et soit x un élément quelcon- 
que de H. Montrer que la quantité p° (x, L) se laisse représenter comme 
quotient de deux déterminants de Gram: 

T(z, hi, h1, ..., An) 
p? (z, L) =E, ha, ha 

5.8. Soient L un sous-espace de dimension un dans un espace 
de Hilbert H, et soit a un élément non nul de L. Montrer que pour 
tout xE H on a 

d\ | (x, a) | 
H (x, L ) il a | 

5.9. Chercher dans Z, [0, 1] la distance de l'élément z (t) = t? 

au sous-espace 


1 
L= f z (t) € L [0, 1]: | z @)dt=0}. 


d 
e 
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5.10. Chercher dans l, la distance 0, (x, L) de l'élément z = 
= (1, 0, 0, ..., 0, ...) au sous-espace 


L ={x€ lz, £= (x, Los +. .) : à TR = 
Quelle est la lim On (xz, L)? 


5.11. Chercher dans L, [0, 1] la projection de l'élément x (t) = 
= E sur le sous-espace des polynômes de degré m < n sin = Q, 1, 2. 
9.12. Mettant les fonctions x (t) continûment dérivables sur 
IO. 1] sous la forme 
1 1 


x (t) = ET x (t) dt + | TL’ (T) dt — | (1 — 7) x" (T) dt, 
0 


0 t 


montrer que, dans l'immersion de H+ [0, 1] dans C [0, 1], on peut 


prendre la constante B égale à 2 V 3/3. 

5.13. Utiliser dans 5.6 le théorème de l'immersion. 

5.14. Soit l’espace de Hilbert Hp [0, 1] des fonctions de carré 
sommable sur [0, 1], muni d’un produit scalaire de la forme 


1 


(z, y) = | x (t) y (t) p (t) dt, 


0 


où p (t) est continue sur [0, 1] et p (t) œ 0 sur [0, 1]. Etant donné 
une fonction x (t) € H, [0, 1] et un sous-espace L formé par les poly- 
nômes de degré n < 3, chercher le meilleur élément de l’approxima- 
tion de x par les éléments de Z. Elaborer et réaliser sur ordinateur 
un algorithme de résolution de ce problème, prévoyant: 

1) l’orthogonalisation de la base de L (calcul des intégrales de 
0,05 en 0,05 par la formule de Simpson); 

2) la sortie sur imprimante des coefficients du polynôme u* (t) 
suivant les puissances de t et de la quantitép (x, L) =|| z — u "lost, 1] 

3) au cas où la fonction de poids p (t) dépend d’un paramètre Q, 
un contrôle de la variation de p (x, L) en fonction de œ qui varie de 
0,1 en 0,1 sur [0, 4]; 

4) le traçage des courbes de x (t) et du meilleur élément u* (t) 
(en présence d’un paramètre, pour æ = 0 et œ = 1 uniquement); 

5) un test-algorithme avec x (t) = À, p (t) = 1. 

Envisager les variantes suivantes: 

a) z(t) = Y1 FE, p = 1 + af; 

b) z (t) = sin Ant, p (t) =1 Lg: 

c) xt) =2 Vi +t, pt) = V1 +atť; 

d) z () =n (1 +ë), pb =1+À; 

e) z (t) = 214, p(=1+tyVt; 
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= VILLE, p(t) = 1 + ae; 

o) z (t)= sin Ant, p (t) = 1 + aé; 

h) x (4) = In (1 + £), pO =i tayt; 

i) ft) = cht, p =1+t 

j z =ë — 2, p( = VIF.. 

5 15. Considérons dans C [0, 1], puis dans Z, [0, 1] le sous- 
espace L des polynômes de degré n < 4. Soit x (t) une fonction con- 
tinûment dérivable sur [0, 1]. Chercher le meilleur élément u* (t) 
(resp. v* (t)) de l'approximation de x en norme de L, [0, 1] (resp. 
en norme de H+ [0, 1]) par les éléments de Z. Elaborer et réaliser 
sur ordinateur un algorithme de résolution de ce problème, pré- 
voyant: 

1) le calcul des éléments de la matrice et des seconds membres de 
(1) de 0,05 en 0,05 par la formule de Simpson ; 

2) la résolution de (1) par la méthode de Gauss ; 

3) la sortie sur imprimante des coefficients des polynômes 
u* (t), v* (t) et des quantités || x — vllt, I| © — Gino, 1] ; 

4) le traçage des courbes de z (t), u* (t), v* (t); 

5) un test-programme avec z (t) = tt. 

Envisager les variantes suivantes: 


a) z (t) = 3; 
b) x (t) = cos nt; 
c) zl =e; 


o) x (t) = sin nt; 
x (t) = cos Amt: 
z (t =t Vt; 

D x (t) = sin Amt: 

h) x ({) = In (1 1. t); 

i) x (t) = tg (t — 0,5); 

j) z (t) = (1 — 2P”. 

5.16. Soit a = ty Lt <... < faasse İn-ı = b une subdivi- 
sion du segment la, b]. Nous disons que deux fonctions continues 
sur [a, b] sont dans une même classe si elles se confondent en chaque 
point de subdivision. 

a) Montrer que l’ensemble des classes est un espace vectoriel H. 
de dimension n. Comparer avec 2.28. 

b) Soient x et y deux représentants des classes différentes de Han. 
Montrer que la relation 


n-i 


(x, y) = 2 à (ta) y (6x) 


définit dans H. le produit scalaire. 
c) Montrer que pour k < n les classes engendrées par les fonctions 
z; (t) = ť”, j= 0, 1,..., k — 1, forment une famille libre, si bien 
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que l'enveloppe linéaire de ces classes est un sous-espace L} de 
dimension k + 1 dans H. 

d) Montrer que pour toute fonction x (t) continue sur Io, b] il 
existe un polynôme G (t) de degré au plus égal à n —1 qui se 
confond avec x (2) en tout point de subdivision. 

e) Montrer ou on peut prendre comme G (t) le polynôme d'inter- 
polation de Lagrange 


n-i 
— — to) (t— ta). (t— tr-1) (t—tk+1) . . . (t— tn-1) 
G (0) = Eh dei TRAITER ce (tk — tk-1) (tk — tk+1) à. (tk — tn-1) ° 


9.17. En conservant les hypothèses et les notations de 5.16, 
prenons a = 0, b = 1, t, = k/(n — 1), k= 0, 1, ..., n— 1, et 
considérons la classe engendrée par la fonction x (t) = D. Soient 
uÿ, Uï, u3 les meilleurs éléments de l'approximation de cette classe 
par les éléments de L, de L4, de L, respectivement en norme de Hp, 
et ui (t), uf (t), už (t) les polynômes de degré 0, 1 et 2 respective- 
ment engendrant les classes respectives uğ, u* et uÿ. Elaborer et 
réaliser sur ordinateur un algorithme de recherche de u* (t) pour 
j = 0, 1, 2 en prenant les valeurs entières (de 1 en 1) den variant 
de 5 à 15, prévoyant: 

1) l’orthogonalisation de la famille des classes engendrées par les 
fonctions x, (t) = 1, z, (t) = t, x, (t) = D 

2) le traçage des courbes de x (t) et de K (t), j = 0, 1, 2, pour 
n = 5, n = 10 et n = 15; 

3) la sortie sur imprimante des coefficients des polynômes už (t), 
j = 0, 1, 2, suivant les puissances de t et des quantités p (x, Lo) 
p (x, Lı), p (x, La). 

omparer les résultats obtenus avec ceux de 5.14. 

5.18. Les hypothèses et notations étant celles de 5.16, supposons 
que n > 2, que x soit représentant d'une classe arbitraire dans H. 
et que u* soit le meilleur élément de l'approximation de cette classe 
par les éléments du sous-espace L, en norme de H. 

a) Montrer que toute fonction linéaire contenue dans la classe 
de L, se laisse mettre sous la forme u* (t) = at + f, où les coeffi- 
cients o, sont définis par le système d'équations linéaires 


n-i 


n-i 
a X ta+Bn= Ai z(t), 
n—1 n-i n—1 
a Dit À tr= 2) tar (ta). 
k=0 k=0 bast 


(En calcul des probabilités ce système est appelé système normal; 
il apparaît dans la méthode des moindres carrés.) 
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b) Prenons a = 0, Dass ft, tp = kn/(n — 1), k — 0, 1, 

., n — 1. Considérons la classe engendrée par la fonction x (t) = 
= sin {. Etablir un programme pour ordinateur définissant o = Ga 
et P = BP, pour différents n. A l’aide de ce programme, chercher 
le seuil de n au-delà duquel le raffinement progressif de la subdivision 
n’entraîne qu une variation inférieure à 0,01 des valeurs de &, et 


de D. 
c) Les conditions étant celles de b), chercher lim o, et lim Ba, 


n> 00 Nn 00 
5.19. Les hypothèses et notations étant celles de 5.16, prenons 
a = 0, b = 1, tp = kl(n — 1), k= 0, 1, ..., n — 1, et considé- 
rons la classe engendrée par une fonction z (t) donnée. Soient už 
le meilleur élément de l'approximation de cette classe par les élé- 


5 
ments du sous-espace L, en norme de H,, et už (t) = D, Apt? le 
R=0 

polynôme engendrant la classe en question. Elaborer et réaliser sur 
ordinateur un algorithme de recherche de uğ (t) pour les valeurs 
entières de n (de 1 en 1) variant de 6 à 15, prévoyant: 

1) l’orthogonalisation de la famille des classes engendrées par 
les fonctions x; (t) = ti pour 0<j<5; 

2) le traçage des courbes de x (t) et de un (t) pour n = 6, 9, 12, 
15 : 

3) la sortie sur imprimante des coefficients du polynôme už (t) 
suivant les puissances de t et de la quantité o (x, L;) pour différents n.. 

Envisager les variantes suivantes: 

a) x (t) = sin Amt? 

b) z (t) = V1 +; 

c) x (t) = sin (t + À); 

d) x (t) = ln (1 + ż); 

e) x (t) = cos Ant: 

f) xz ($) = sin nt; 


g) z (t) = e: 
h) z (t) = VT; 
i) z (t) = tê; 


j) z (t) = tg (t — 0,5). 


$ 6. Espaces métriques 


Un ensemble X est appelé espace métrique si à tout couple de ses: 
éléments x, y est associé un nombre réel o (x, y), appelé métrique ou 
distance, de telle façon que: 

1) o (x, y)>0; po (x, y) — 0 si et seulement si z = y; 

3) o (x, y) Lo (x, z) + p (y, z) (inégalité triangulaire). 


42 ESPACES NORMES ICH. 1 


Tout espace vectoriel normé est métrique ; sa métrique est définie 
par p (x, y) =|| xz — ul Par analogie aux $$ 1 et 2, on définit 
dans l’espace métrique les notions de boule ouverte A. (x,) = 
= {x € X: p (£, x) <r}, de boule fermée, d'ensemble ouvert et 
fermé, de suite de Cauchy, de suite convergente, d'espace métrique 
complet. La plupart des problèmes des $$ 1, 2 peuvent être posés 
et résolus dans l’espace métrique. Les problèmes suivants illustrent 
les particularités des espaces métriques qui les distinguent des espaces 
vectoriels normés. 

6.1. Soit X un ensemble quelconque. Montrer que 

0 pour zs H, 


p (23 à =| 1 pour rÆ y 


définit une métrique sur X. Montrer que tout sous-ensemble de X 
est à la fois ouvert et fermé. 


6.2. Soit p (x, y) une métrique sur l’ensemble X. Montrer que 
les fonctions 


pı (2, y) = eu, pa (2, y) =ln [1 +p (x, y)], 


03 (x, y) = min {1, p (x, y)} 


sont des métriques, elles aussi. Supposant que X est un espace 
métrique complet en métrique p (x, y), peut-on dire si les trois 
nouveaux espaces sont complets ou non? 

6.3. Quelle est la fonction continue u = f (v) définie sur R 
si l'égalité p (x, y) = | f (x) — f (y) | définit une métrique sur la 
droite réelle ? 

6.4. Quelle est la fonction continue u = f (v) si la droite réelle 
à une structure d'espace métrique complet pour la métrique p (x, y) = 
= = LG) Aal 

6.5. La droite réelle a-t-elle une structure d'espace métrique 
<omplet si la métrique est: 

a) p (x, y) = | Arctg x — Arctg y |; 

b) p (x, y) = [e* — et |; 

c) p (x, y) = |2 — y? |? 

Sinon, décrire le complété dans la métrique correspondante. 

6.6. Dans l’ensemble s de toutes les suites possibles x = 


= (£i, Lo, . . .), tx ER (resp. zp € C), posons 
RS bh _ |Tkh—Yr | 
le, n= 2 EST 
k= 


a) Montrer que p (x, y) est une métrique. 
b) Montrer que s est un espace métrique complet. 
€) Peut-on normer s de façon à avoir po (x, y) =|| x — gll? 
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d) Donner un exemple de suite 209 = (29, s£, ...), 2R ER, 
qui. étant convergente dans s, appartient à l, mais n est pas con- 
vergente dans l}. 

6.7. Montrer que dans tout espace métrique la fermeture d’une 
boule ouverte S, (Goal est contenue dans la boule fermée S, (£o), 
i.e. que S, (£o) S S, Dal, L'inclusion stricte est-elle possible? 
Comparer avec 1.3. 

6.8. Montrer que dans tout espace métrique X pour tout x € X 
ettoutr > 0Oona0< diam S, (x) < 2r. Donner un exemple d’espa- 
ce métrique X et de son élément x tels que diam S, (x) = 0,5. Com- 
parer avec 1.4. 

6.9. Est-ce que dans un espace métrique une boule de plus grand 
rayon peut être contenue à l’intérieur d’une boule de rayon plus 
petit? Pour quelles valeurs du rayon a l'inclusion stricte S, (x) € 
Œ S, (y) est-elle possible? Comparer avec 1.5. 

6.10. Dans l’ensemble N des entiers naturels, posons 


0 pour m=n, 
p (n, = | 1 


a) Montrer que p (n, m) est une métrique. 

b) Montrer que N muni de la métrique o (n, m) est un espace 
métrique complet. 

c) Construire dans N muni de p(n, m) une suite de boules fermées 
non vides emboîtées dont les rayons ne tendent pas vers 0 et qui ne 


x 


possède aucun point commun à toutes les boules. Comparer avec 
2.26. 

6.11. Dans l’ensemble X de toutes les suites possibles d’entiers 
naturels, considérons les éléments x = (n,, Han, Np, . . .), y = 

= (Mi, Mo, . . fin, +); Soit ko (z, y) le plus petit indice tel que 
Np = Mp. Montrer que: 

a) 


0 pour zs H, 


o (x, n=] 1 
mae, y Dour TAY 


est une métrique sur X ; 
b) l'inégalité triangulaire a lieu dans X sous une forme plus 
forte : 


p (x, z) < max {p (x, y), p (y, z)}; 


c) si A (z, y) el (y, Z), on ap (x, z) = max {e (x, y); A (y, z)}; 
d) toute boule ouverte S, (x) est en même temps un ensemble 
fermé et S, (y) = S, (x) pour tout y € S, (x); 
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e) toute boule fermée S, (x) est en même temps un ensemble ouvert 
et S, (y) = S, (x) pour tout y E S, (x); 

f) si deux boules admettent un point commun dans X, une boule 
contient l’autre : 

g) la distance entre deux boules ouvertes distinctes de rayon r 
contenues dans une boule fermée de rayon r est égale à r; 

h) pour qu’une suite {zn} € X soit de Cauchy, il faut et il suffit 
que p (Zn, Tn+1) > 0 pour n—> œ; 

i) l’espace X est complet ; 

j) l’espace X est séparable. 


CHAPITRE 2 


OPÉRATEURS LINÉAIRES 


$ 7. Continuité, borne et norme d’un opérateur linéaire 


Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et F: X — Y une 
application ou opérateur défini au voisinage d'un point x, € X. 
On dit que l'opérateur F est continu en x, si F (x) — F Dal pour 
T — To 

Soient D(F) œ X l'ensemble de définition et R(F)c Y l'en. 
semble des valeurs de F. On dit que F est un opérateur borné s’il 
fait correspondre à tout ensemble borné dans D(F) un ensemble 
borné dans l’espace Y. 

Soient X, Y des espaces vectoriels normés, tous deux réels ou 
tous deux complexes. On dit qu’un opérateur À : X — Y défini sur 
D(A) c X est linéaire si D(A) est une variété linéaire dans X et 
si pour tous x, y E D(A) et pour tous An, Ae ER (à, àa € C) on a 
Alzi + to) = MAX + MAT. 

L'ensemble N(A) = {x E€ D(A): A(x) = 0} est appelé en- 
semble des zéros ou noyau de l'opérateur À. 


Théorème 7.1. Un opérateur linéaire A: X — Y défini sur X 
tout entier et continu en UC X est continu en tout point xo € X. 

On dit que l'opérateur linéaire A : X — Y défini sur D(A) = X 
est continu tout court s’il est continu en 0 € X. On dit que l'opéra- 
teur linéaire A: X + Y défini sur D(A) = X est borné s'il existe 


un c € R, c >œ Q0, tel que pour tout z € S,(0) on a || Azil < c. 


Théorème 7.2. Un opérateur linéaire A : X —> Y défini sur D(A) = 
= X est borné si et seulement si pour tout x € X on a || Ax[| << cl] zil. 


Théorème 7.3. Un opérateur linéaire À : X —> Y défini sur D(A) = 
= X est continu si et seulement s’il est borné. 

On appelle norme d'un opérateur linéaire borné A: X + Y 
défini sur D(A) = X la quantité || A|| = sup I| Aalt 

xE X, xII < 1 

7.1. Soient X, Y deux espaces vectoriels, À : X — Y un opéra- 
teur linéaire et TI, Zo, . . ., £n} € D(A) une famille liée. Montrer 
que la famille {Ax,, Ax,, ..., Ax,} est liée. 
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7.2. Soient X, Y deux espaces vectoriels, A: X — Y un opéra- 
teur linéaire et In, +, . .., Zn} Œ D(A) une famille libre. La 
famille {Azx;, A£, . .., Azn} est-elle libre? 

7.3. Soient X, Y deux espaces vectoriels et À : X — Y un opéra- 
teur linéaire. Montrer que À envoie un ensemble convexe de D(4) 
dans un ensemble convexe de Y. 

7.4. Soient X, Y deux espaces vectoriels, A: X — Y un opéra- 
teur linéaire et B un ensemble convexe dans R(A). L'ensemble 
M = {x € D(A): Ax € B} est-il convexe? 

7.5. Soit un opérateur linéaire A: X — X, où X est un espace 
vectoriel muni de deux normes équivalentes. Montrer que À est ou 
bien borné, ou bien non borné par rapport aux deux normes à la fois. 

7.6. Montrer qu'un opérateur est borné s’il réalise: 

a) l’isomorphisme de deux espaces vectoriels normés ; 

b) l’immersion d’un espace vectoriel normé dans un espace 
vectoriel normé. 

7.7. Soit x un opérateur qui applique un espace vectoriel normé 
X dans l’espace quotient X/L (voir 2.28) et fait correspondre à tout 
élément x € X sa classe E Montrer que x est un opérateur linéaire 
borné. 

7.8. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et A: X — Y 
un opérateur linéaire borné défini sur D(A) — X. Montrer que 


All = su Il Az |l 
| l Cr éen (EA 


7.9. Montrer qu'un opérateur linéaire A: X — Y défini sur 
D(A) = X est borné si et seulement s’il existe un c ER, c > 0, 
tel que pour tout z € Sı (0) c X on a || Az|| < c. Si tel est le cas, 
on a 


NAI= sup IA. 


xEX, \jxjl 


7.10. Montrer qu'un opérateur linéaire borné A: X — Y défini 
sur D(A) = X vérifie l'égalité 


I AIl = inf c, 
où c est un nombre tel que || Ax]| < cl] zl pour tout x € X. 
7.11. Soient H un espace de Hilbert et À : H — H un opérateur 


linéaire borné défini sur D(A) = H. Montrer que 


— | (Az, y) | 
FAT lf, yeo "sf fai 


CONTINUITÉ, BORNE ET NORME D'UN OPÉRATEUR LINÉAIRE 4T 


UP) 
—] 
bami 


7.12. Montrer que les opérateurs énumérés sont linéaires bornés. 
Chercher leurs normes (les majorer pour i), k), 1): 


t 
Az (t) = | x (Tt) dt; 
Az (t) z (t); 
Az (t) = t?x (0) ; 
Az (t) =< (t?) ; 
Ax (t) = x (t) ; 

dx 


a) A: C[0, 1] —+ C[0, 1], 


b) A: C[—1, 1] — C [0, 1], 
c) A: CIO, 1] — CIO, 1], 
d) A : C[0, 1] — C [0, 1], 
e) A Clg, b] — C [a,b], 


D A: Cila, sie,  Ar()= 
1 
g) A: L,[0, 1]—+ L,[0, 1], Azt) =t | x (x) dT; 
emm. tKa EJO, 1E, 
h) A: Lei, 4] + L [0, 1], Aux (1) = | An EJO, it 
t 
i) A: Z,[0, 1] — L: [0, 1], Az (t) = | 2 (0) dr; 


0 


j) A: H![0, 1] —+ GG, 1], 
k) A: H1[0, 4] DI, 1], 
l) A: H1[0, 1]—> Lef, 1], 


Az (t)=x (t); 
Ar (lz tz (t); 
Az (t) = tz (t). 


7.13. Soit un opérateur A: C [0, 1] — C [0, 1], Az(t) = dx/dt, 
défini sur une variété linéaire Z formée de fonctions continüment 
dérivables sur [0, 1]. L'opérateur A est-il borné? 

7.14. L'opérateur A: H! [0,1] — L, [0,11], 
est-il borné ? 

7.15. Soit un opérateur borné Ari" = œ(t) z(t). 
fonctions œ(t) si À agit: 

a) de C [0, 1] dans C [0, 1]; 


b) de Z, [0, 1] dans 2, [0, 1]. 
7.16. Soit un opérateur A: C? [a, b]— C [a, b] tel que 


kR 
Az (9 = 2 pi (0 al, 


où les fonctions ọ;(t) sont continues sur la, b] pour i = 0,1,...,4. 
Montrer que À est borné. 

7.17. Soit e, n € N, une base orthonormée de l’espace de Hil- 
bert H, et soit une suite {An} CR, n € N. Montrer que si la suite 
{Àn} est bornée, les égalités Je, = Anen, n € N, déterminent un 
opérateur linéaire borné A: H —> H défini sur D(A) = H et tel 
que || A|| = sup | An |. 

n 


Azx(t) = dzldt, 


Chercher les 
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7.18. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et À: X — Y 
un opérateur linéaire continu défini sur D(4) = X. Existe-t-il 
toujours dans X un x Æ Q tel que || Ax|| =|| Ae? 

7.19. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, X étant de 
dimension finie. Montrer que tout opérateur linéaire A: X — Y 
défini sur D(A) = X est borné et qu'il existe toujours dans X un 
x Æ 0 tel que || Az|| =|| AI zl 

7.20. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et A: X — Y 
un opérateur linéaire. 

a) Montrer que R(A) est une variété linéaire dans Y. 

b) R(A) est-il toujours un sous-espace de Y? 

7.21. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et A: X — Y 
un opérateur linéaire dont l’ensemble des valeurs R(A) c Y est 
une variété linéaire de dimension finie. L'opérateur À est-il borné? 

7.22. Montrer que le noyau N(A) d’un opérateur linéaire borné 
A: X— Y est un sous-espace de X. 

7.23. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et A : X — Y 
un opérateur linéaire dont le noyau V(A) est un sous-espace de X. 
L'opérateur À est-il borné? 

7.24. Soit un opérateur linéaire A : X —+ Y défini sur D(A) = 
= X, dont l’ensemble des valeurs R(A) est de dimension finie et 
le noyau V(A) est fermé dans X. Montrer que À est un opérateur 
‘borné. 

7.25. Soient X un espace vectoriel normé et A: X —> X un opéra- 
teur linéaire borné défini sur DA) = X. Est-ce que X = RA) & 
D N(4)? 

7.26. Soient X un espace de Banach et A: X —> X un opérateur 
linéaire isométrique défini sur D(A) = X. Montrer que R(A) est 
un sous-espace de X. 

7.27. Soient X un espace de Banach et A: X —> X un opérateur 
linéaire borné défini sur D(A) = X. Supposons qu'il existe un 
c E R, c œO, tel que pour tout x € X on a || Az|| Zell xl. Montrer 
que R (A) est un sous-espace de X. 

7.28. Soit un opérateur A : C la, b] —> C la, b] tel que Az (t) = 
= ọ (t) x (t), où p (t) EC [a, b]. Pour quelles fonctions os 0 len- 
semble R(A) est-il un sous-espace de C la, b]? 

7.29. Soient X, Y deux espaces de Banach et À : X — Y un opé- 
rateur linéaire borné défini sur D(A) = X. Les égalités 

a) I| zii =|| Az; 

b) Il zll =|| zi +I Az] 
définissent-elles toujours une norme sur X ? L'espace X muni de cette 
norme est-il de Banach ? 

7.30. Soit dans l, un opérateur A qui à un élément x = 
= (2%, £o, ...)ELl, fait correspondre un élément Jr = (Mz, 
Aoko...) OÙ An ER, nEN. 
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a) Montrer que l'opérateur À est linéaire quels que soient les An. 

b) Pour quelles suites de À, l'opérateur À est-il défini sur l, 
tout entier ? 

c) Pour quelles suites de À, l'opérateur est-il borné ? Quelle est 
alors sa norme ? 

d) Si À est borné, existe-t-il toujours dans l, un x = 0 tel que 
I Az = AI el ` | | 

ei Pour quelles suites {àn} l’ensemble R(A) est-il un sous-espace 
de l? 

7.31. Soit, pour un o zU donné, un espace de Banach C, de 
fonctions x (t) continues sur IO, +œl telles que 

sup eat | æ (t) | < oo, 
[0, jet 

de norme 


IxiL= sup e% | x(t |. 
[0, +oof 


Montrer que: 
a) toute fonction x (t) = e-t, où y > & et o > 0, appartient 


à Ca, et 
O o 
ENER 
b) une fonction continue x (t) appartient à C, si et seulement 
s’il existe une constante M œ> Q telle que pour tout ż € [0, +oof 
on a |z (t) |< Me; 
c) l'opérateur de multiplication B tel que Bz (t) = b (t) x (t), 
b (t) € Cp, B > 0, est linéaire, continu et agit de Ca dans Ca+g, et 
de plus || BI = |I ble: 
d) l'opérateur intégral À tel que 
t 
Ax (t) = | e Diair (s) ds, 
0 


est pour P >a > y un opérateur linéaire continu agissant de Ca 
dans C,, et de plus 


17 (B— a) si y=q, 
IAl= g pan g eo 
| Ee | Syaa 


SN Espace d'opérateurs linéaires bornés 


Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, tous deux réels ou 
tous deux complexes, et A, B deux opérateurs linéaires bornés défi- 
nis sur X tout entier, à valeurs dans Y. Posons par définition 


4— 0935 
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(A + B\x = Ax + Bz, AA (x) = ÀAx, || A — sup || Ax||; 
EX, ixi =1 


x , Ia 
nous obtenons un espace vectoriel normé £ (X, Y) d'opérateurs liné- 
aires bornés. 

Dans l’espace £ (X, X) = £ (X) on pose par définition (AB) x = 
— A (Bx): l’espace £ (X) devient alors une algèbre unitaire où 
l’élément unité est l'opérateur identité I: X — X, Ix = x. 

Une suite de A, E £ (X, Y),nE N, est dite uniformément conver- 
gente vers l'opérateur À € £ (X, Y) et notée À, — À (n — œ) si 
I| An — A|| — 0 pour n — œ. On dit que la suite de À, E £ (X,Y), 
n € N, est fortement convergente vers l’opérateur À € £ (X, Y) et 
l’on écrit A, —> À (n — œ) fortement si pour tout cE X on a 
| A nz — Ax||— 0 quand n — o, 


Théorème 8.1. Si Y est un espace de Banach, il en est de même de 
£ (X, Y). 


Théorème 8.2 Soient X, Y deux espaces de Banach, et soit une 
suite de A, E £ (X, Y), n E N, telle que la suite {A,x} est bornée pour 
tout x E€ X. Alors la suite de || A, {| est bornée. 


Théorème 8.3. Soient X, Y deux espaces de Banach, et soit À, € 
E £ (X, Y),nEN. Pour que la suite {A, } soit fortement convergente 
pour n —> œ vers un opérateur À € L (X, Y), il faut et il suffit que: 


1) la suite de || A, || soit bornée ; 
2) la suite A, > À (n — œ) fortement sur une variété linéaire 


partout dense dans X. 


Théorème 8.4. Soient X un espace vectoriel normé, Y un espace 
de Banachet A: X — Y un opérateur linéaire, borné sur D(A) et tel 


que D(A) = X. Ilezxiste alors un opérateur linéaire borné À € E£ (X.Y) 


tel que Ar = Ar pour tout x € D(A) et que || À | =| À ||. 
On dit alors que À est le prolongement de À à À tout entier. 


8.1. Donner un exemple d'espace vectoriel normé X et d'opéra- 
teurs A, BE L (X) tels que AB Æ PA. 

8.2. Soient A, BE (X, Y) deux opérateurs non nuls, tels 
que R (A) A R (B) = 0. Montrer que À, B forment une famille 
libre. 

8.3. Soient A,B € £ (X, Y) et R (4) = R (B), N (4) = N (B). 
Est-ce que A = B? 

8.4. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, UC X un 
ensemble ouvert, V Œ X un ensemble fermé, A € £ (X, Y). Les 
images de U et V sont-elles un ensemble ouvert et un ensemble 


fermé respectivement dans Y? 
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8.5. Soit L sous-espace d'un espace vectoriel normé X, et soit 
M = {A € L (X, Y): N (4) = L}. L'ensemble M est-il sous-espace 
de Z (X, Y)? 

8.6. Soit L sous-espace d’un espace vectoriel normé X, et soit 
M = {4 € £ (X, Y): N (4) = L}. L'ensemble M est-il sous-espace 
de £ (X, Y)? 

8.7. Soient X un espace vectoriel normé, À € £ (X) un opérateur 
quelconque, NV, = N (4*), k = 0, 1, 2, ... 

a) Montrer que No Sc Nac... C NC Npa... 

b) Soit m le plus petit entier naturel tel que Nm = Jain, Mon- 
trer qu'on a alors Nm+p = Nm pour tout entier naturel p. 

8.8. Montrer que l'application ®: £ (X, Y)— R, Ọ (4) = 
=|| A], est continue. 

8.9. Soient X un espace vectoriel normé et À € £ (X) un opéra- 
teur donné. L'ensemble de tous les opérateurs B € £ (X) est-il sous- 
espace de Z (X) si 

a) AB — 0; 

b) AB — BA? 

8.10. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés. Montrer 
que si l’on passe des normes sur X, Y aux normes équivalentes, la 
nouvelle norme sur £ (X, Y) reste équivalente à l’ancienne. 

8.11. Soient X, Y deux espaces de Banach. Soient une suite de 
An E L (X,Y), n EN, etun opérateur A CZ, Y). Supposons que 
A, — À (n— œ) fortement sur une variété linéaire partout dense 
dans X. Est-ce que À, — A (n — ol fortement sur X tout entier? 

8.12. Soient un espace de Hilbert H, une suite de A, € L (H), 
n EN, et sup | (A,x, y) |< œ pour tous x, y € H. Montrer que 

n 


sup | A, | < œ. 


” 8.13. Soient X, Y deux espaces de Banach, et M c E (X, Y) 
un ensemble tel que 


sup dall = ẹ (x) < œ 
AEM 


pour tout x € X. Montrer que sup || A|| < œ. 
AEM 


8.14. Soient deux espaces de Banach X, Y et une suite de A, € 
E€ L (X, Y), n €N, telle que la suite {A,zx} est de Cauchy pour tout 
x € X. Montrer qu'il existe un opérateur A € £ (X, Y) tel que 
Jä À (n— œ) fortement. 

8.15. Soit dans C [—x, x] un sous-espace M constitué par des 
fonctions x (t) telles que x (—x) = x (x). Pour une x (t) € M, posons 


Un (D = Ana (t) = + X) ax cos kt + b, sin kt, 


k=l 
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T TI 
An = 4 ) x(t)cosktdt, b= L | x (t) sin kt dt, 
-7 -x 


` 


ce qui revient à associer à chaque fonction x (t) € M une somme 
partielle de sa série de Fourier. 
a) Montrer que 


n 
8 _ A sin [(2n +1) (t —t)/2] 
Yn (t) = Ana (t) => | x (T) sm amt dr, 


-7 
b) Montrer que A E £ (M) et que 


sin [(2n 4- 1) (t — t)/2] 
sin [(T— t)/2] dr, 


T 
lA l= max y| 
tE[- n, 7 x 


c) Soit L un sous-espace de C [—x, x] formé de polynômes trigo- 
nométriques. Montrer que sur Z la suite {A,} converge fortement 
vers l'opérateur identité pour n —> co. 

d) Supposons que || Anz — x|| — 0 pour toute x (t) € M quand 
n —> œ. En déduire que sup|| 4, {| < œ. 


e) Elaborer et réaliser sur ordinateur un algorithme de calcul 
de || A,|| pour différents n. Les résultats des calculs corroborent- 
ils d)? 

8.16. Soit tp = k/n, k = 0, 1, ..., n, une subdivision du seg- 
ment (intervalle fermé) [0, 1], et soit x (t) € C [0, 1]. Posons 


Yn UI = An (t) = D x (tx) GP (6), 


Go) (t) — (t— to) (t— tı) e... (t— tr-1) (fl ee (t—tn) 
` (tr — to) (tn — t1) +. (tk— tk-1) (tr — th+1) -< (ir — tn) ? 
ce qui revient à associer à toute fonction continue son polynôme 
d’interpolation de Lagrange. 
a) Montrer que À, € & (C [0, 11). 


b) Montrer que Alle max > KOMORE 
tELO, 1] Ke 


c) Soit dans C [0, 1] une variété linéaire L formée de polynômes. 
Montrer que sur Z la suite {A,} converge fortement pour n —> œo 
vers l'opérateur identité. 

d) Supposons que pour toute z (t) € C [0, 1] on a || Aux — x || —> 
— 0 quand n —> œ. En déduire que sup|| An l| < œ. 

n 
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e) Elaborer et réaliser sur ordinateur un algorithme de calcul de 
I| À, || pour différents n. Les résultats des calculs corroborent-ils d)? 

8.17. Soient deux espaces vectoriels normés X, Y et une suite 
de A, E L (X,Y), n€ N. Supposons que À, —> 0 (n — œ) fortement. 
Est-ce que À, —> 0 (n — œ) en norme de £ (X, Y)? 

8.18. Soient deux espaces vectoriels normés X, Y et une suite 
de An E L (X, Y), nE N, telle que {A z} est uniformément conver- 
gente sur la boule A, OC X. Montrer qu’il existe un opérateur 
A Ce, Y) tel que AÁ, — À pour n — œ. 

8.19. Soit dans l, un élément x = (x,, zə, . . .). Définissons pour 
x deux suites d'opérateurs Á„, B, tels que 


Kal Ka 
EE: = (= H emeng H . o o 9 
n n 


B,x= (0, 0, DE 0, Ln +1) Ln+2» e o ), nEN. 


Quelle est la convergence de chacune de ces suites? 
8.20. Considérons un opérateur A: C [0, 11]— C [0, 1] tel que 


t 
Ax (t) = | etx (t) dr 
0 


et une suite d'opérateurs 4, : C[0, 1] — C [0, 1] tels que 


t n 
EE: =) D ir e6) dt, neEN. 
k=0 


0 


La suite {4,} est-elle convergente vers À? Quelle est cette conver- 
gence ? 
8.21. Considérons un opérateur A: C [0, 1]— C [0, 4] tel que 


1 
Ax(s) = | e'z (t) dt 
0 


et deux suites d'opérateurs A„, Ba: C [0, 1]— C [0, 1] tels que 


Baz (s) = | e‘’x(t)dt, nEN, 


En 


où En >> 0, €p — 0 pour n—> œ. Les suites {A,}, {Ba} sont-elles 
convergentes vers A? Quelle est cette convergence? 
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8.22. Soit dans C [0, 1] une suite d'opérateurs A. (t) = 
= x (AH), n EN. 

a) Montrer que A, € Z (C [0, 11). 

b) Montrer que {A,} converge fortement pour n —> œo vers l’opé- 
rateur identité. 

c) La convergence de {A,} vers Z est-elle uniforme ? 

8.23. Soient deux espaces vectoriels normés X, Y, une suite 
{zn} € X, un élément z € X, x, — x, une suite d'opérateurs À, € 
€ £ (X,Y), n € N, un opérateur A € £ (X,Y), A, —+ À pour n —+ œ. 
Montrer que A £n > Ar pour n —> oo. 

8.24. Soient deux espaces de Banach X, Y et une suite d'opéra- 
teurs A, E€ £ (X, Y), nE N, qui converge fortement pour n —> oo 
vers un opérateur À € £ (X, Y). Soient un élément x € X et une 
suite {z a} € X telle que x, — x pour n —> œ. Montrer qu'on a 
alors A £n > Ar pour n — œ. 

8.25. Soient trois espaces de Banach X, Y, Z, une suite d’opé- 
rateurs A. € £ (X, Y), n € N, un opérateur A € £ (X, Y), une suite 
d'opérateurs B, E€ £ (Y, Z), n€N, un opérateur B € £ (Y, Z). 
Supposons que (4.1 converge fortement vers A et {B,} converge 
fortement vers B quand n —> œ. Montrer que {B An} converge 
fortement pour n —> œ vers l'opérateur BA. 

8.26. Soient trois espaces vectoriels normés X, Y, Z, une suite 
d'opérateurs A. € £ (X, Y), n € N, un opérateur A € £ (X, Y), une 
suite d'opérateurs B„ € £ (Y, Z), n € N, un opérateur B € £ (Y, Z). 
Supposons que À, + À et B, — B pour n — œ. Montrer que dans 
£ (X, Z) on a B An — BA pour n — œ. 

8.27. Donner un exemple d'espace vectoriel normé X et d’opéra- 
teurs A, B € £ (X) tels que || ABI] <Il A[|| SU, 

8.28. Soient un espace vectoriel normé X, un opérateur À € 
€ L (X) et un opérateur B : X — X non borné défini sur un ensemble 
D(B) partout dense dans X. Le produit AB peut-il être: 

a) un opérateur non borné ; 

b) un opérateur borné? 

8.29. Soient un espace de Banach X, un opérateur A € £ (X) 
et une série entière 


p (t) = D Ant” (A: ER) 


R=( 


convergente sur R tout entier. Montrer que la suite de 


admet pour n —> œ une limite p (4) E€ £ (X). 
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8.30. Montrer que dans l’espace de Banach X pour tout A € 
€ S (X) sont définis les opérateurs 


LZ | WS (— 1) A?k 
sin À — > SOSS cos À — QT 
ba 


8.31. Soient un espace de Banach X et un opérateur À € £ (X). 
Montrer que Tei || < el All. Chercher et, où Z est l’opérateur identité. 
8.32. Soient un espace de Banach X et un opérateur A € £ (X). 


O0 
Montrer que la série 3. Ah est convergente dans Z(X) si et seule- 


R=0 
ment si on a || A* || 1, avec un k entier naturel. 

8.33. L'espace (X) est-il séparable si X = L, [0, 1]? 

8.34. Soient deux espaces de Banach X, Y et un opérateur 
AC. Y). Supposons que pour tout y € Y il existe dans X un 
x tel que || Az — y < ellyll xl < Pil yll, où æ, PER, a <1. 
Montrer que l'équation Ar = y admet pour tout y € Y une solution 


x EX telle que || zll < P — Wat 


8.39. Soient X un espace de Banach et L, M ses deux sous- 
espaces tels que X = L @ M. On appelle projecteur sur L parallèle- 
ment à M un opérateur P tel que Pr = u, oùx=u+ruez, 
v € M. Montrer que P est un opérateur linéaire borné. 

8.36. Soient X un espace de Banach et P: X — X un opérateur 
linéaire défini sur X tout entier. Montrer que P est projecteur sur 
un sous-espace L & X parallèlement à un sous-espace M c X si 
et seulement si P est borné et tel que P? — P. 

8.37. Soit P un opérateur linéaire défini partout sur un espace 
de Banach X, envoyant X dans X et tel que P? — P. Montrer que 
P est borné (i.e. est projecteur d’un sous-espace L € X parallèlement 
à un sous-espace M œ X) si et seulement si les variétés linéaires 
R(P) et HU — P) sont fermées dans X. 

8.38. Considérons dans C [—1, 1] les opérateurs 

Ar (D = 5 læ (t) ein, Bei = $ le (t) — s (~t). 

a) Montrer que À, B sont des opérateurs linéaires bornés et 
chercher leurs normes. 

b) Chercher les opérateurs A7. B?. Les opérateurs A, B sont-ils 
opérateurs de projection? 

8.39. Soit H un espace de Hilbert. On appelle opérateur de 
projection orthogonale sur un sous-espace LC H pour x = u + v, 
où u EL, v€ Lt, un opérateur P tel que Px = u. Montrer que 
l'opérateur P est borné et chercher sa norme. 

8.40. Soient Li, L, deux sous-espaces d’un espace de Hilbert H. 
et Pı, P, opérateurs de projection orthogonale sur L; et L, respective- 
ment. Montrer que || P, — Pall < 1. 
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8.41. Soient L sous-espace d’un espace de Hilbert H, et P opé- 
rateur de projection orthogonale sur L. Que peut-on dire de l’opéra- 
teur A € £ (H) si 


a) AP = À; 
b) PA = À; 
c) AP = PA? 


8.42. Soient H un espace de Hilbert, L une variété linéaire dans 
H, À un opérateur linéaire borné défini sur La valeurs dans un 
espace de Banach Y. Montrer que À admet un prolongement de même 
norme sur H tout entier. 

8.43. Soient X un espace de Banach et L, M deux sous-espaces 
d'un espace de Banach Y tels que Y = L ® M. Montrer que 
L(X, Y) = ZU, L) Ð ZE, M). 

8.44. Soient L, M deux sous-espaces d’un espace vectoriel normé 
X tels que X = L ® M, et soit Y un espace de Banach. Est-ce que 
£ (X, Y) = L (L, Y) £ (M, Y)? 


§ 9. Opérateurs inverses 


Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et À: X — Y un 
opérateur linéaire bijectif de D(A) sur R(A). Il existe alors un 
opérateur inverse A-!: Y — X, qui est, lui aussi, bijectif, agit de 
R(A) sur D(A) et est linéaire. 

On dit qu’un opérateur linéaire À : X — Y est continûment in- 
versible si R (A) = Y et si son inverse At existe et est borné, Le 
si A E £ (Y, X). 

Théorème 9.1. L'opérateur A”! existe et est borné sur R(A) si et 
seulement si || Ax|| > m|| x|| pour un m constant, m œ 0, et pour 
tout x € D(A). 

Théorème 9.2. Soient deux espaces de Banach X, Y et un opérateur 


AC, Y) tel que R (A) — Y. Si A est inversible, il est aussi 
continûment inversible. 


Théorème 9.3. Soient un espace de Banach X et un opérateur C € 
E L (X) tel que || C||< 1. Alors l'opérateur I — C est continûment 
inversible et vérifie la majoration 


1 
— Cyt —— 
LU — les Tr: 


Théorème 9.4. Soient un espace de Banach X et deux opérateurs 
A, BE £(X). Supposons que À soit continûment inversible et que 


IB — A|| <I] AHM. 
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À lors B est continûment inversible et vérifie la majoration 


” I AT 
de IS B— A || IA} |" 

Soient deux espaces vectoriels normés X, Y, un opérateur À € 
€ £ (X, Y) et les opérateurs identités Ixy, Iy dans X, Y respective- 
ment. On dit que l'opérateur dai € L (Y, X) (resp. Azt € £ (Y, X)) 
est l'inverse à droite (resp. à gauche) de A si AAal = Iy (resp. si 
EW? == JEE 


9.1. Soient X, Y deux espaces vectoriels et A: X — Y un opé- 
rateur linéaire qui admet son inverse. Montrer que les familles 
Ir, Lor- + Entet TA, ALo,. . ., ALn}, OÙ Z1, Los e Zn E D(A), 
sont toutes deux libres ou toutes deux liées. 

9.2. Soient X un espace vectoriel et A: X — X un opérateur 
linéaire qui pour certains A, E R, k = 1, 2,...,n, vérifie 


I + MA + A2 +... H AnA. 


Démontrer l'existence de A1. 

9.3. Soient X un espace vectoriel et À, B: X — X deux opéra- 
teurs linéaires tels que D(A) = D(B) = X et que (AB), (BA) 1 
existent. Faut-il en déduire l'existence des A71, B-19 

9.4. Soient X un espace vectoriel et A, B: X — X deux opéra- 
teurs linéaires tels que D(A) = D(B) = X et que (I — AB)! 
existe. Démontrer l'existence de (7 — BA)". 

9.5. Soient X un espace vectoriel et A, B: X — X deux opéra- 
teurs linéaires tels que D(A) = D(B) = X et que AB + À + I — 
= 0 et BA + A +I =0. Démontrer l'existence de Ai. 

9.6. Soient X un espace vectoriel normé et A, B: X — X deux 
opérateurs linéaires tels que D(A) — D(B) = X et que AB = BA. 

a) Supposons que At existe. Montrer que AIB = BA”. 

b) Supposons que À, BE £ (X) et que B soit continûment inver- 
ible. Montrer que 


Il Al 
BI 


9.7. Soient X un espace vectoriel normé et A € £ (X) un opéra- 
teur qui admet son inverse At € £ (X) et est conditionné par k = 
=|| AU A||. Considérons l'équation Az = y, où y E€ X, y #0. 
Soit x € X sa solution approchée. Montrer que son erreur relative 
peut être encadrée par 


ABS 


UNE ES — llz—z | I| Ae — y || 
r mwi Sier SE jyi 


9.8. Soient X un espace vectoriel normé et À : X — X un opéra- 
teur linéaire. Supposons qu’il existe dans X une suite de x, € D(A), 
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n € N, telle que || z li| = 1 et que Az, — 0 pour n — œ. Montrer 
que l'inverse borné de À neiste pas. 

9.9. Soit dans l, un opérateur À qui à un élément x = (£i, x2, - ..) 
fait correspondre un élément Ar = (Azi, Àoto, . . .), où À, ER, 
n EN, sup | À, |< œ. Pour quelle suite | À, | l'opérateur inverse 

n 
A-t existe-t-il? Est-il borné ? 

9.10. Soient dans l, deux opérateurs À, B qui à un élément x = 
= (£i, Lo, . . .) El, associent Ax = (0, x,, £o, ...) et Br = 
= (Zə, Zg, . . .) respectivement. Lesquels des opérateurs AT, PT, 
Aa, Bai, Asti, B5' existent-ils? 

9.11. Montrer qu’un opérateur À : CT [0, (J-C, 1] tel que 


Az (t) = E 


admet un inverse à droite mais non à gauche. 
9.12. Soient dans C? IO. 1] le sous-espace L = {x (t) € C* [0, 1]: 
x (0) = 0} et un opérateur A: L— C [0, 1] tel que 


Az (t) = dxldt + a (t) x (t), a(t) €C [0, 11 


Montrer que À est continûment inversible. 
9.13. Soit un opérateur À: C [0, 1] — C [0, 1] tel que 


Az (t) = | x (1) dr. 
0 


a) Quel est son ensemble des valeurs R(A)? 
b) L’inverse At existe-t-il sur R(A) et est-il borné? 
9.14. Soit un opérateur À : C [0, 1] — C [0, 1] tel que 

t 

Az (t) = Di dt + x (t). 

0 

a) Montrer que N(4) = 0, si bien que l’équation Ax = y admet 
pour tout y € C [0, 11 une solution tout au plus. 

b) Montrer que À est continûment inversible. Chercher A”. 
9.15. Montrer qu'un opérateur A: C [0, 1] C [0, 1] tel que 


1 
Ar(t) = x (t) + | eStlx (s) ds 
0 


est continûment inversible et chercher A7. 
9.16. Soit un opérateur À : C [0, 1] — C [0, 1] tel que 


d'r 
dt? + £ (t) ? 


Ax (t) = 
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défini sur une variété linéaire D(A) formée de fonctions z(t) deux 
fois continüment dérivables sur [0, 1] et telles que z(0) = x’(0) = 
= (. 
a) Montrer que À est un opérateur linéaire non borné. 
b) Montrer que À est continûment inversible et chercher At. 
9.17. Soit un opérateur A :C[0, 1] — C2[0, 1] tel que 
d 
Ax (t) = | e-lS—ilx (s) ds. 
0 
Son inverse À! existe-t-il? 
9.18. Soient X un espace vectoriel normé et À : X —> X un opé- 


o0 


rateur linéaire défini sur D(A) = X et tel que la série à Air soit 


domi 


Dan 
convergente pour tout x € À. 
a) Démontrer l'existence de (I — A). 
b) Soit de plus A € £ (X). Montrer que pour tout x € X 


O0 


(l— A) tx Al Air, 


R=0 


9.19. Soient X un espace de Banach et À € £ (X) un opérateur 
tel que || Z — A|| 1. Montrer que À est continûment inversible. 

9.20. Soient un espace de Banach complexe X, un opérateur 
A EF (X) et un À €C tel que | À | >|] A||. Montrer que l’opérateur 
A — ÀT est continâment inversible. 

9.21. Soient X, Y deux espaces de Banach et A € L (X, Y) un 
opérateur qui admet un inverse AT borné sur R(A). Montrer que 
R(A) est un sous-espace de Y. 

9.22. Soient deux espaces de Banach X, Y, un opérateur A € 
€ £ (X, Y) et une suite {4n} Œ L (X, Y), n € N. Supposons que 
{An} converge fortement vers À pour n —> œ, que Azt E L (Y, X) 
et que RO) — Y. Montrer que les solutions de l'équation A £, = 
= y convergent vers la solution de l'équation Ax = y pour tout 
y E Y si et seulement si 


sup|| A*I] < oo. 


9.23. Soient deux espaces de Banach X, Y, un opérateur A € 
€ Z (X, Y) et une suite {4 n} c £ (X, Y), n € N, qui converge vers 
À pour n —> œ. Montrer que, pour que À soit continûment inver- 
sible, il faut et il suffit: 

a) que les opérateurs À, soient continûment inversibles à partir 
d'un certain n= N; 

b) que la suite {47'} soit bornée pour n >N. 
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9.24. Soient un espace de Hilbert H et un opérateur À € £ (H) 
à valeurs dans R(A) = H et admettant un inverse à droite borné 
unique A5'. Montrer que À est continûment inversible. 

9.25. Soit X un espace de Banach. Montrer que l’ensemble 
de tous les opérateurs de Z(X) qui sont continûment inversibles 
est un ouvert. 


$ 10. Opérateurs fermés 


Soient X, Y deux espaces de Banach. On appelle somme directe 
de X, Y l’espace de Banach Z = X D Y des couples z = (x, y), où 
xEX, yEŸY, muni d'opérations MA + QZ, = ab + Loos 
Guy Gates, avec Zy = (zi, Y1), Zə = (zə, Hal et deux scalaires 
Di, o, et normé par Î z || =|| Gë +l UE 

Soit À un opérateur linéaire défini sur D(A) € X, à valeurs 
dans R(A) € X. On appelle graphe de A l’ensemble des couples 
(x, Ax)EZ = E D Y. On dit qu’un opérateur linéaire A: X — Y 
est fermé si son graphe est un ensemble fermé dans l’espace Z — 
= X + Y. Autrement dit, À est fermé si pour x, E€ D(A), nEN, 
Zn P, Ar, > y on a z€ D(A) et Az = y. 


Théorème 10.1. SLA € £ (X, Y), l'opérateur À est fermé. 


Théorème 10.2. Si A est fermé et admet son inverse A”, ce dernier 
est fermé. 


Théorème 10.3. Tout opérateur linéaire A défini sur D(A) = X 
et fermé est borné. 
10.1. Soit un opérateur À : C [0, 1] — C [0, 1] tel que 


Ax (t) = x (t)/t 


et que son ensemble de définition D(A) = {x (t) € C [0, 1]: il existe 


lim #*z (t)}. Montrer que À est fermé. 
t>+0 


10.2. Soit un opérateur A: C [0, 1] — C [0, 1] tel que 
Ax (t) = dx/dt, 


défini sur une variété linéaire D(A) formée de fonctions x (t) conti- 
nûment dérivables sur [0, 1] et telles que x (0) = x (1) = 0. Montrer 
que À est fermé. 

10.3. Soit un opérateur À: C [0, 1]— C [0, 1] tel que 


Az (t) = dxldt? + x (t), 


§ 10] OPÉRATEURS FERMÉS 64 


défini sur une variété linéaire D(A) formée de fonctions x(t) deux 
fois continûment dérivables sur [0, 4] et telles que x(0) = ZU) = 
= 0. Montrer que À est fermé et non borné. 

10.4. Soient X un espace de Banach et L, M ses sous-espaces. 
Montrer que le projecteur P sur L parallèlement à M (voir 8.35) 
est fermé et donc borné. 

10.5. Soit dans C [a, b] un opérateur Azx(t) = dx/dt défini sur 
une variété linéaire formée de fonctions continûment dérivables sur 
Io, b]. Montrer qu’il est fermé. 

10.6. Montrer qu'une somme directe d'espaces de Banach admet 
comme normes 


Izl = VI zl +I yl, 
Izi = (elt +I ylle), p1, 
all = max (let, | yl)}. 


Montrer que toutes ces normes sont équivalentes. 
10.7. Montrer que le graphe d’un opérateur linéaire A : AEN 


est une variété linéaire dans Z = X + Y. 


10.8. Toute variété linéaire dans Z = X + Y est-elle graphe 
d'un opérateur linéaire ? 

10.9. Montrer qu'un opérateur linéaire borné A: X — Y est 
fermé si et seulement si D(A) est fermé dans X. 

10.10. Soit un opérateur linéaire fermé À : X — Y. Est-ce que 

a) D(A) est fermé dans X ; 

b) R(A) est fermé dans Y ? 

10.11. Montrer que l’ensemble des zéros de tout opérateur fermé 
est fermé. 

10.12. Soit A: X — Y un opérateur linéaire tel que R(A) est 
fermé dans Y et qu'il existe un m € R, m œ 0, tel que pour tout 
x E€ D(A) on a || Ax|| > m|| xl. Montrer que À est fermé. 

10.13. Soient deux opérateurs linéaires À, B: X — Y. Suppo- 
sons que À soit fermé, que B soit borné et que D(A) € D(B). Mon- 
trer que À + B est un opérateur fermé. 

10.14. Soit A: X — Y un opérateur linéaire fermé à valeurs 
dans R(A) = Y. Supposons qu’il admette son inverse A`}. Montrer 
que A E L (Y, X). 

10.15. Soit A: X — Y un opérateur linéaire. Montrer que À 
est fermé si et seulement si D(A) muni de la norme ||zlh = 
=|| zl, GI Alle est un espace de Banach. 


CHAPITRE 3 


ESPACES DUALS 
ET OPÉRATEURS ADJOINTS 


S 11. Fonctionnelles linéaires continues 


Soit X un espace vectoriel normé. On appelle fonctionnelle tout 
opérateur f: X — Y, où Y = R ou Y = C. La valeur prise par f 
sur un élément x € X est notée (x, f). Seules sont considérées dans 
ce chapitre des fonctionnelles linéaires. Les notions de continuité, 
de borne et de norme sont applicables à une fonctionnelle linéaire, 
car elle est un cas particulier d’opérateur linéaire. Il en est de même 
des théorèmes cités aux $$ 7 et 8. L'espace des fonctionnelles liné- 
aires continues ZK. Y), où Y =R ou Y = C, est appelé espace dual 
de X et noté X*. On appelle kyperplan un ensemble {x € X: (x, f) = 
= À}, où f est une fonctionnelle linéaire, À € R (A € 0). 

11.1. Soient X un espace vectoriel complexe et f une fonction- 
nelle linéaire définie sur X et non nulle identiquement. Montrer que 


f est à valeurs dans C tout entier. 
11.2. Soient X un espace vectoriel normé et f € X*. Montrer 


que : 
— d, Pl. 
Wil: mp Ti, fl; 
xEX, jlx] =41 
c) [| fil = sup (x, f), si X est réel. 


xE X, Ilx = 1 

11.3. Montrer que les fonctionnelles suivantes dans C [—1, 4] 

sont linéaires continues et chercher leurs normes: 

1 

a) (x, f)= + [z (—1) -+a (D: 

b) (z, f) = 2 [zx (1) —x (0)]; 

c) (xz, f) = S akt (tp), où les gu &, ...,a, ER et lest, tap... 
k=i 


..., tp E[— 1, 1] sont fixés; 
d) (x, fe) = -> [z (e) +z (— e) — 2z (0)], eE[—1, 1]; 
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1 
e) (z, f= | 2 (0) dt; 


0 


1 
f) (z, P= | æ (0) dt— z (0); 


1 


0 1 
g) (x, P= | z(t) dt— | z (f) dt; 
-i 0 


1 n 
> d k 
h) (x, = | z (t) dd > (+). 
— { k=-n 
11.4. Les fonctionnelles linéaires suivantes sont-elles bornées 
dans C [0, 1]: 


a) (x, f= \x(Vt)dt; 


b) (x, = | x(t?) dt; 


1 


c) (x, f} = lim | x (t) dt ? 
11.5. Montrer que les fonctionnelles suivantes sont linéaires 
continues et chercher leurs normes: 
1 
a) (x, n= | tx (t)dt, xEC[—1,1]; 
= 


b) (z, A= | rz (dt, ett. 1]: 


c) (x, Ën | tx (t)dt, xE€L,[—1, 1]; 
-1 
1 

d) (x, = | tr(dt, 2EL:1—1, 1]; 
-1 
d 

e) (x, h= | 3x (t) dt, xEL,[0, 1]: 
0 


f) (T, f) = 21 + 23, z= (x, Toy se.) Elz; 
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TR . 
g) (£, D A "E: x = (Xi, TED Elo; 


h) (x, P=) o = (es 2...) El: 
k= 


i) (T, D » (1—7) 2r £= (T4, Zo, e.) Eli; 


k=1 
j) (z, f) = Li + Lo, x = (x;, Los ...)EM; 
k) (x, p= 2 Ons, £= (Ty, To...) EC: 


D, f= Dm tp, £= (£4, Z2, ...) EC. 


11.6. Quelle est la valeur de p si les fonctionnelles citées en 
11.4 sous a), b) sont continues dans L, [0, 1]? 

11.7. Une fonctionnelle (x, f) = x’(0) est-elle continue: 

a) sur Ct [—1, 1]; 

b) sur une variété linéaire partout dense dans C [—1, 1}, for- 
mée de fonctions continûment dérivables ? 

11.8. Soit dans C* [a, b] le sous-espace L = {x (t) € C? [a, bl: 
x (a) = x (b) = 0}. 

a) Soient u (t), v (t), w (t) € C [a, b]. Montrer que 


b 


(z, f)= | u (8) x (9 dt, 


a 


b 
(æ, g= | wO rA (x (Did 


sont des fonctionnelles linéaires continues sur C! [a, bl]. 

b) Soit (x, f) = 0 pour toute z(t) € L. Montrer que u(t) = Cte. 

c) Soit (x, g) = 0 pour toute z(t)€ L. Montrer que w(t) € 
E C! [a, b] et w(t) = v(t). 

11.9. Considérant les fonctionnelles linéaires continues définies 
sur C [—1, 1] dans 11.3, montrer qu'un z (t) € C[—1, 1], z (t) Æ 0, 
tel que | (x, f) | = || <x |] || f || n’existe pas pour toute f € C* [—1, 1]. 

11.10. Chercher dans l} et c, des exemples de fonctionnelles 
linéaires continues qui atteignent et n’atteignent pas leur norme sur 
la boule unité fermée. 
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11.11. Soient X un espace vectoriel normé et f € X*. Supposons 


qu'on a pour une boule S, (£o) 


sup Tue, Du, DI=t. 


x, ES, (x0) 


Chercher || f ||. 

11.12. Soient X un espace vectoriel normé réel et f une fonction- 
nelle linéaire définie sur X. Montrer que f est continue si et seule- 
ment si pour tout cE R les ensembles {rE X: (x, f) <c} et 
{x € X: (x, f) œc} sont ouverts dans X. 

11.13. Soit f une fonctionnelle linéaire définie sur un espace vec- 
toriel normé X. Supposons que pour toute suite der, € X,n€N, 
telle que x, — 0 pour n —> o, l’ensemble formé de (zn, f) soit bor- 
né. Montrer que f € X*. 

11.14. Soit f une fonctionnelle linéaire définie sur un espace 
vectoriel normé réel X. Supposons que f ne soit pas bornée. Montrer 
que dans tout voisinage de O la fonctionnelle f admet toutes les 
valeurs réelles. 

11.15. Montrer qu’une fonctionnelle linéaire f dans un espace 
vectoriel normé X est continue si et seulement si son ensemble des 
zéros (noyau) N(f) = {x€ X: (x, f) = 0} est fermé dans X. 

11.16. Soit X un espace vectoriel normé, et soit f € X*, f = 0. 
Montrer que X = N (f) M, où M est un sous-espace de dimen- 
sion un. 

11.17. Soient deux fonctionnelles linéaires continues définies sur 
un même espace vectoriel normé. Montrer qu'elles sont proportion- 
nelles si elles ont même ensemble des zéros (noyau). 

11.18. Soit L un sous-espace de X. Supposons que L ne soit pas 
confondu avec X tout entier et ne soit contenu dans aucun autre 
sous-espace distinct de L et de X. Montrer qu'il existe alors une 
fe X* telle que L =N (f). 

11.19. Montrer que tout hyperplan est un ensemble convexe dans 
un espace vectoriel normé. 

11.20. Soit f une fonctionnelle linéaire donnée sur un espace 
vectoriel normé X. Montrer que s’il existe un hyperplan fermé, tous 
les hyperplans sont fermés. 

11.21. Montrer que tout hyperplan contenu dans un espace vecto- 
riel normé X est ou bien fermé dans X, ou bien partout dense 
dans X. 

11.22. Soit X un espace vectoriel normé, et soit f € X*, f = 0. 
Considérons dans X un hyperplan L = {x€ X: (x, f) = 1}. Mon- 
trer que 


— i 
inf ilz] * 
1€ L 


(dk 


3—0935 
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11.23. Soit X un espace vectoriel normé, et soit f € X*, L = 
= N (f). Montrer que pour tout x € X 


__ x, f)l 
PERD TA 
11.24. Soient X un espace vectoriel normé, f € X*, L =N (f), 


xE X, x¢ L. Supposons qu'il existe un y € L tel que p (x, L) = 
= || x — y ||. Montrer que f atteint sa norme sur la boule unité 


fermée dans X. 
11.25. Considérons dans C [—1, 1] l’ensemble 


1 


0 
L= {x (9 ECI—1, 1]: Lem dt= | z(t) dt}. 
—1 0 


a) Montrer que L est un sous-espace de C [—1, 1] et chercher une 
f € C*[—1, 1] telle que L = N (f). 

b) Montrer que pour x (t) € C [—1, 1], xé L, il n'existe aucun 
y € L tel que p (x, L) = [x — y ||. 

11.26. Soit x = (21, Z2, . JE co. Posons 


(z, P= Ai Hry. 
k=—1 


a) Montrer que f est une fonctionnelle linéaire continue sur co. 
b) Soient L = N (f), £E co, x & L. Montrer qu'il n’existe aucun 
y EL tel que p (z, L) = || xz — y ll. 


$ 12. Théorème de Hahn-Banach. 
Structure d’espace dual 


Théorème 12.1. Soit dans un espace vectoriel réel normé X une fonc- 
tionnelle linéaire bornée f définie sur DUIC X. Il existe alors une 


fonctionnelle linéaire bornée f définie sur X, telle que IÉ [= [lf | 
et que (zx, F) — (x, f) pour tout x € D(f). 

Corollaire 1. Soit x € X, x Æ 0. Il existe alors une f € X* telle 
que || f Il = 1, &,f) = [x |l 


Corollaire 2. Soient une variété linéaire LE X, £ € X, x, ¢&L, 
et d = p (£o, L) > 0. Il existe alors une f € X* telle que (x, f) = 0 
pour tout x€ L, (xa f) = 1, || f || = 1/d. 
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Théorème 12.2. Soit H un espace de Hilbert. Pour toute fonctionnel- 
le linéaire bornée f définie sur H, il existe un élément y € H et un seul 
tel que (x, f) = (x, y) pour tout x € H, et de plus || f [| = Ily ll 


Théorème 12.3. Toute fonctionnelle linéaire bornée f définie sur 
C [a, b] se laisse mettre sous la forme d'une intégrale de Stieltjes 
b 


e, f= leide, 


a 


où g (t) est une fonction à variation bornée sur [a, b]. On a de plus 
une g(t) telle que 


(IN em 


{Pour la définition d’une intégrale de Stieltjes et la démonstra- 
tion du théorème 12.3, voir par exemple [17].) 


12.1. Soient un espace de Banach X et fn € X*, n € N. Supposons 
que pour tout x € X il existe lim (x, fn) = (x, f). Montrer que 


n> 00 
f E X*. 

12.2. Soit un espace vectoriel normé X, et soit une suite, de 
fn E€ X*, ne N. Montrer que {fan} est convergente dans X* si et 
seulement si {(x, fn)} est uniformément convergente dans la boule 
Lech: lleis 1} 

12.3. Soit X un espace vectoriel normé, et soient x, y€ X, 
x Æ y. Montrer qu'il existe une f € X* telle que (x, f) = (y, f). 

12.4. Montrer que dans tout espace vectoriel normé X 
l'hyperplan {x € X : (x, f) = À} est un ensemble non vide quels que 
soient à € R et f € X* non nulle. 

12.5. Soient X un espace vectoriel normé, x € X. Montrer que 


I z | = sup I, f) |. 
fE X*, Nfi =1 
12.6. Soient X un espace vectoriel normé, x, € X. Supposons 
que pour toute f € X* telle que ||f || = 1 ona | (zo, f) |< 1. Mon- 
trer que || zo I| < 41. 
12.7. Soient X un espace vectoriel normé, f€ X*, Ac g(x). 
Montrer que 


| A || = sup |tz, f |, 


où le suprémum est pris suivant l’ensemble {x€ X: |z [| = 1, 
12.8. Soient X un espace vectoriel normé, x, E€ X, n EN, une 
famille d'éléments donnée, L son enveloppe linéaire et x un élé- 


bé 
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ment quelconque de X. Montrer que x € L si et seulement si pour 
TICE, (px, f) =0,kENona (x, f) — 0. 

12.9. Montrer que si l’espace vectoriel normé X est de dimension 
infinie, il en est de même de X*. 

12.10. Soient X un espace vectoriel normé et M un ensemble 
quelconque dans X. Posons M+ = {f € X*: (x, f) = O pour tout 
x € M}. 

a) Montrer que M- est un sous-espace de X*. 

b) Que peut-on dire de M1 si X est de Hilbert ? 

c) Soit M un sous-espace de X. Montrer que M = {x € X: (x, f)— 
= 0 pour toute f € M+}. 

12.11. Soit un espace de Banach X. Soit M un ensemble quel- 
conque dans X. La polaire de M est 


M* = {f € X*: | (x, f) |< pour tout x € M}. 


Montrer que M* est un ensemble fermé convexe. 

12.12. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, et soit Z = 
— X + Y. Montrer que toute fonctionnelle linéaire bornée définie 
partout sur Z se laisse mettre d’une façon et d'une seule sous la 
forme 


((x; y), h) = (x, f) + (y, g), 


où f E€ X*, gE Y*. 

12.13. Soit un espace de Banach X. Montrer que X est séparable 
si X* est séparable. La réciproque est-elle vraie? 

12.14. Montrer que la fonctionnelle linéaire continue f définie 
dans C [—1, 1] par (x, f) = x (0) ne se laisse pas mettre sous la forme 


1 
(z, f= | x (D g (0 dt, 
“1 


où g (t) EC [—1, 1]. Chercher une fonction g(t) à variation bornée 
sur [—1, 1] telle que 
1 


o, D | z (t) dei. 


La 


“1 
12.15. Pour x (()EC[—1, 1] posons 
1 
(x, nn EST + | tx (t) dt. 
A 


a) Montrer que f est une fonctionnelle linéaire bornée. 
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b) Chercher une fonction g(t) à variation bornée sur [—1, 1] 
telle que 


(z, f) = | x (0 dg (8). 


-1 


12.16. Soit dans C [0, 1] un x,(t) fixé. Considérons dans C [0, 1] 
un sous-espace de dimension un L = Det, où À CR Soit sur L 
une fonctionnelle linéaire f telle que (x, f) = À pour x = Àx,. 

a) Montrer que || f || = 1. 

b) D’après le théorème 12.1, on peut prolonger f à C [0, 1] tout 
entier en conservant la norme. Ce prolongement est-il univoque si 
1) zo (t) = t; 2) x, (t) = 1 — 2t? 

12.17. Soient E? l’espace des éléments x = (a), 2 = {x € F’: 


2%, — x) = 0} son sous-espace et f une fonctionnelle définie sur L 
par (x, f) = xı. Montrer que f admet sur E? tout entier un prolonge- 
ment et un seul qui conserve la norme. Chercher ce prolongement. 

12.18. Soient H un espace de Hilbert, L son sous-espace et f 
une fonctionnelle linéaire bornée définie sur L. Montrer que f admet 
sur H tout entier un prolongement et un seul qui conserve la norme. 

12.19. Montrer que toute fonctionnelle linéaire bornée non nulle 
définie partout dans un espace de Hilbert H atteint sa norme sur la 
boule unité fermée de H, en un point unique appartenant à cette 
boule. 

12.20. Soit f une fonctionnelle linéaire bornée définie sur le 
sous-espace cu de m. Montrer que f admet sur m tout entier un pro- 
longement et un seul qui conserve la norme. 

12.21. Montrer que pour p > í on a (1,)* = l}, 1/p + 1/q = 1, 
i.e. que toute fonctionnelle linéaire continue dans l, se développe 
pour pœ 1 en 


ei 


(£, fh = A Lan) 


DÉ Cu ge ce.) Elp y = Ui Yz, +.) € la, 1/p + 1/q = 1, et 
= My ik 
.22. Montrer que (co)* = l, i.e. toute fonctionnelle linéaire 


continas dans c, se développe en 


O0 


(T, IW = > LnYns 


n= 


OÙ T = (£i, To, . .) E€ Cos Y = (Yis Yas JELet jfi = Ily ik 
12.23. Utilisant 12.13, montrer que m* Æl L. g 
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12.24. Montrer que (l4)* = m, i.e. que toute fonctionnelle li- 
néaire continue dans l, se développe en 


(ZX; 1) = Si e Ho, 


OÙ A = Lë, Lo, . . +) E li, y = Dit, Ya, . J Em et || fI = Ily Ilme 
12.25. Soit dans H+? [—4, 1] 


(x, Dass \ [z (t) sint+ x (t) cost] di. 


| 
NC M 


Montrer que f est une fonctionnelle linéaire continue et chercher sa 
norme. 
12.26. L'égalité 


1 
(x, f) = | [x (t) cost + x’ (t) sin t] dt 
—1 


définit-elle une fonctionnelle linéaire continue dans H1[—1, 1]? 
Dans l’affirmative, chercher une fonction y (t) € H! [—1, 1] telle 
que (x, f) = (x, y). 


$ 13. Convergence faible. Espaces réflexifs 


Soit un espace vectoriel normé X. Une suite de zn EX,nEN, 
est dite faiblement convergente vers un élément x € X et notée x, —+ 
—> x (n — co) faiblement si (zn, f) — (x, f) pour toute f € X*. Une 
suite de fa EX*, n EN, est dite +-faiblement convergente vers un 
élément f € X* et notée f, —> f (n —> cœ) -faiblement si (x, fn) — 
—> (x, f) pour tout x € X. 


Théorème 13.1. Pour que x, — x (n —> ol faiblement, il faut et 
il suffit que la suite de || x, || soit bornée et qu'il y ait (£n, P) — 
— (x, f) pour toute f appartenant à une variété linéaire partout dense 
dans X*. 


Théorème 13.2. Pour que f, —> f (n — œœ) *-faiblement, il faut et 
il suffit que la suite de || f, || soit bornée et qu'il y ait (x, fn) — (x, f) 
pour tout x appartenant à une variété linéaire partout dense dans X. 


Théorème 13.3. Soit un espace de Banach X. Pour tout élément 
donné x de X légalité (f, F.) = (x, f) définit sur X* une fonctionnelle 
linéaire bornée F, telle que || F, || = ls 

On a donc une immersion isométrique X Œ X**. Si de plus À = 
= X**, on dit que X est réflexif. 
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Une suite {x,} dans un espace de Banach X est dite faiblement 
bornée si pour toute f € X* l’ensemble de (x,, f) est borné, et faible- 
ment de Cauchy si pour toute f € X* la suite de (x,, f) est de Cauchy. 


Théorème 13.4. Tout ensemble faiblement borné dans un espace de 
Banach est borné. 


Théorème 13.5. Si x, — x (n — co) faiblement dans un espace 
de Banach X, il existe une suite de combinaisons linéaires convexes de 
points £p 


n n 
Tn => Dutt: 2 Anr = À, Enr zU, 
=į4 k= 


telle que Zn —+ x (n —> ©). 


13.1. Soient X un espace de Banach, x,, LE X, fn, JE AT, 
n € N. Montrer que (zn, fn) —> (x, f) pour n —> œ si 

a) Xn > X, fn > f pour n> œ; 

b) x, — x faiblement pour n —> œ et f, — f pour n — œ; 

c) zn, E pour n—> œ et f, —> f -faiblement pour n — oo. 

13.2. Soient X un espace vectoriel normé, fa, JE X*, n CN, 
Supposons que f, —> f (n — œ). Montrer que f, —> f (n —> œœ) +-fai- 
blement. 

13.3. Soient H un espace de Hilbert, x,, x, Yn, y EH, nEN. 
Quelle est la convergence de la suite {(£n, Yn)} si 

a) £n —> <x (n —> œ) faiblement et y, > y; 

b) x, — x (n —> œ) faiblement et y, — y (n — oo) faiblement d 

13.4. Soient H un espace de Hilbert et x,, x€ H, n € N. Sup- 
posons Ouer, —> x (n —+ œœ) faiblement et que || zn I| — [| x ||. Mon- 
trer que z, —> x (n —> œ). 

13.5. Soit X un espace vectoriel normé, et soit srn EX, nEN. 
Montrer que la suite de x, est convergente dans X si et seulement si 
elle est faiblement et uniformément convergente dans une boule 
GEX*: IFIS 1} 

13.6. Soit dans un espace de Hilbert H une famille orthogonale 
d'éléments x,, n € N. Montrer que les propositions suivantes sont 
équivalentes: 


a) 3 Zn est convergente ; 
n=i 
O0 
b) X| z, est faiblement convergente ; 
n=1 
O0 
c) > Uz, est convergente. 
1 


n= 
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13.7. Soit un espace vectoriel normé X, et soient f,, fo € X*, 
n € N. Supposons que fn —> fọ (n —+ co) +x-faiblement. Soit L len- 
veloppe linéaire de {f,}. Est-ce que fọ € L? 

13.8. Soit x = (z1, x2, . . .) dans l}. Posons (z, fn) = £n. Mon- 
trer que f, — 0 (n —> œœ) x-faiblement. Est-ce que f, — 0? 

13.9. Pour z (t) € La[— 1, 1], posons 


1 
(£, fn) = | x (t) cos nat dt. 
-1 


a) Montrer que f, est une fonctionnelle linéaire bornée. Chercher 
Il fn Il. 
b) Montrer que fn — 0 (n — œ) +x-faiblement. 
c) Est-ce que f, — 0 (n —> œ)? 
13.10. Pour z (t) E C! [—1, 1], posons 


(e, Lise lz (e)— z (— e)l, (x, f) =z (0), 


où e ER, Jel<1. 

a) Montrer que fe, f, sont des fonctionnelles linéaires continues. 
Chercher || fe ||, || fo Il: 

b) Montrer que fa — f, (e — 0) +x-faiblement. 

c) Est-ce que fe — fa (e — 0)? 

13.11. Soient 20, xzEl, ax) = (29, 2x5, ...), x — 
= (£i, Z2, . . .) Montrer que at) — x (n — œo) faiblement si et 
seulement si sup [2x || < œ et rg — x, pour n— œ, kE N. 


13.12. Chercher dans C[0, 1] un exemple de suite faiblement con- 
vergente mais non convergente en norme de C [0, 1]. 

13.13. Montrer que dans L la convergence faible est équivalente 
à la convergence en norme. 

13.14. Soient X, Y deux espaces de Banach et An E€ £ (X, Y) 
n € N. Supposons que la suite de (Anz, f) soit bornée pour tout 
x € X et pour toute f € Y*. Montrer que la suite de || 4, || est bor- 
née. 

13.15. Soient X un espace de Banach réflexif, M son sous-espace 
et M- = {f€ X*: (x, f) = 0 pour tout x€ M}. Montrer que 
(OH LU = M. 

13.16. Soit X un espace de Banach réflexif, et soit f € X*. Mon- 
trer qu’il existe dans X un x Æ Q tel que (x, f) = [x [| Ilf Il 

13.17. Utilisant 11.9, 11.10, 13.16, montrer que les espaces 
C [0, 1], lL, ce sont non réflexifs. 

13.18. Montrer qu’un ensemble est faiblement borné dans un 
espace de Banach si et seulement si c’est un ensemble borné. 

13.19. Montrer que toute suite faiblement de Cauchy dans un 
espace de Banach est bornée. 
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13.20. Montrer que toute suite faiblement convergente dans un 
espace de Banach est faiblement de Cauchy. 

13.21. Soient X un espace de Banach, M un ensemble dans X et 
{zn} une suite dans M. On dit que M est faiblement fermé si pour 
Zn > x (n —+ œ) faiblement on a x € M. 

a) Montrer que tout ensemble faiblement fermé est fermé. 

b) Chercher un exemple d'ensemble fermé dans un espace de Ba- 
nach qui ne soit pas faiblement fermé. 

13.22. Montrer que tout sous-espace d’un espace de Banach est 
faiblement fermé. 

13.23. Montrer que tout ensemble fermé convexe dans un espace 
de Banach est faiblement fermé. 

13.24. Est-ce que l’espace C [0, 1] est faiblement complet? 

13.25. Soit X un espace vectoriel normé séparable. Montrer qu'il 
existe dans X* un ensemble dénombrable partout dense au sens de la 
convergence *-faible. 

13.26. Soit X un espace vectoriel normé. Existe-t-il, pour tout 
sous-espace LCE, un sous-espace M € X tel que L = Mi? 
(L'orthogonalité est entendue au sens de 12.10.) 


$ 14. Opérateurs adjoints 


Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et A: X + Y un 
opérateur linéaire, peut-être non borné, défini sur un ensemble D(A) 
dense dans A Soit un ensemble D* œ Y* formé de f € Y* telles 
que (Ax, f) —{(x, mi, ou € X*. Un opérateur A* défini sur D(A*) = 
= D* c Y*, à valeurs dans X* et tel que A*f— est appelé l’adjoint 
de A. On a donc (Arx, f) = (x, A*f) pour tout x € D(A) et pour toute 
f € D(A*). 


Théorème 14.1. A* est un opérateur linéaire fermé. 


Théorème 14.2. On a D(A*) = Y* si et seulement si À est borné 
sur D(A), auquel cas AY € £ (Y*, X*), || AY || = || À |l. 


Du théorème 14.2 il ressort que pour A € $ (X, Y) ona A* € 
E€ £ (Y*,X*) et || A*| = || AIl. 

14.1. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, «œ, BE C, À, 
BEZ(X, Y). Montrer que (aA + BB)* = &A* + BB (la barre 
symbolise le passage au conjugué complexe). 

14.2. Soient X un espace vectoriel normé et A, BEZ (X). 
Montrer que (AB)* = B*A*. 

14.3. Soit A € £ (X, Y) continûment inversible. Montrer que 
A* est continüment inversible et que (A*)-! — (4-1)*. 
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14.4. Soient deux espaces vectoriels normés X, Y. Montrer que 
l'application D: £ (X, Y)— £ (Y*, X*), D (4) = AS, est con- 
tinue 

14.5. Soient X un espace de Banach réflexif, Y un espace vecto- 
riel normé et A € L (X, Y). Montrer que (A*)*X c Y et (4A*)* = À 
comme opérateur de X dans Y 

14.6. Soit H un espace de Hilbert, et soit A € £ (H). Montrer 

ue: 
` a) N (AA*) = N (A*); 

b) N (A*A) = N (À); 

c) R (4A*) = R (4); 

d) I AA* || = |A IP. 

14.7. Soit H un espace de Hilbert, et soit A € £ (H). Montrer 

ue: 

` a) (R (4))+ = N (A*); 
b) (R (4*))t = N (4); 
c 
d 


) W (4))t = R (4*); 
) (WV (4*))t = R (4). 

14.8. Soit X un espace de Banach, et soit A € £ (X). Montrer 
que (R (A))+ = N (A*). (L'’orthogonalité est entendue au sens de 
12.10.) 

14.9. Chercher l’adjoint de l'opérateur A: L, [0, Il 
— L, [0, 1] si: 


t 
a) Ax (tÿ = IG dr: 
b) Az (f) em: 
c) Ax (t) = | tx (s) ds ; 

0 

1 


d) Az (t) = À tz (t) dt. 


0 

14.10. Chercher l’adjoint de l'opérateur A: hL— L si: 

a) Ax = (£i, Lo, o.. An, Ô, O, ...); 

b) Ax = Daf, Azza, Je OÙ Ae ER, [An Iesel, nEN; 

c) Ax = (0, mu Ta, . .); 

d) Ax = (Z2, xs, . . 

14.11. Chercher des adjoints des opérateurs de 14.10 si ces der- 
niers agissent : | 

a) de ca dans Co? 

b) de l, dans L, ; 

c) de l dans ca 

14.12. Soit un x = (x,, £z, . . .) dans l. Posons A,x = (Zn +1, 


Tn +2) e o .). 
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a) Montrer que A, € Æ (l) et que À, —> 0 (n — œ) fortement. 

b) Chercher A? et voir si Až — 0 (n — co) fortement. 

14.13. Chercher l’adjoint de l’opérateur d'immersion J : la — co, 
Jr = zx. 

14.14. Soient dans un espace de Hilbert H deux éléments fixés 
quelconques y = 0 et z Æ 0. Soit Ax = (x, y) z, où x € H. Montrer 
que À € £ (H) et chercher A. 

14.15. Soient H un espace de Hilbert et A, B: H —> H deux opé- 
rateurs linéaires définis sur H et tels que (Az, y) = (x, By) pour 
tous x, y € H. Montrer que À est un opérateur borné et que B = A*. 

14.16. Soient deux espaces vectoriels normés X, Y et un opé- 
rateur linéaire A: X — Y tel que D (A) = X. Supposons que A" 
existe et appartient à £ (Y, X). Montrer que ärt existe, qu'il 
appartient à £ (X*, Y*) et que de plus (A*)7! = GT, 

14.17. Soit un z= Dn zə, ...) dans l,. Soit un opérateur 


A:l,—> l, défini sur D(A) = f£ El, L= (£i, fa. Är X n? jel < 
<o } et tel que Ax = (z1, 2z, 3x3, ...). 

a) Montrer que D (A) = l. 

b) Montrer que À est un opérateur linéaire non borné sur D(A). 

c) Chercher D(A*) et A*. 

14.18. Soit un opérateur A: l,—> lı tel que Az = z, défini sur 
un ensemble D(A) d'éléments x—(x,, x, ...)EL, tels que 


D [zn] < 00. 
n=1 


a) Montrer que (4) = À. 

b) Montrer que À est un opérateur linéaire non borné sur D(A). 
c) Chercher D(A*) et A*. 

14.19. Soit un opérateur A: L, [0, 1]— L, [0, 1] tel que 
Ax (t) = x (&), défini sur 


D (4)= {x (t) € La [0, 1]: f dt< œ}, 
0 


a) Montrer que D(4) = L, [0, 1]. 

b) Montrer que À est un opérateur linéaire non borné sur D(A). 

c) Chercher D(A*) et A*. 

14.20. Soit un opérateur A: L, (0, 1]— L, [0, 1] tel que 
Ax (t) = dzx/dt, défini sur une variété linéaire D(A) formée de fonc- 
4 (t) innen dérivables sur [0, 1] et telles que z (0) = 
= £ = U. 
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————— 


a) Montrer que D(4) = L, [0, 11. 

b) Montrer que À est un opérateur linéaire non borné sur D(4). 

c) Chercher D(A*) et A*. 

14.21. Soit un opérateur A: L,[0, 11]— L,[0, 1] tel que 
Ax (t) = tx (0), défini sur une variété linéaire D(A) formée de 
fonctions continues sur [0, 1]. Chercher D(A*) et A*. 

14.22. Chercher l’adjoint de l'opérateur d'immersion 
J: H! [0, 1] — L, [0, 1] défini par Jz = x. 

14.23. Chercher l’adjoint de l'opérateur A: H![0, 1]—> 
— L, [0, 1] défini par Ax (t) = dx/dt. 


CHAPITRE A 


ENSEMBLES COMPACTS 
ET OPÉRATEURS COMPACTS 


$ 15. Ensembles compacts dans les espaces normés 


Un ensemble Q dans un espace de Banach X est dit bicompact 
si de toute suite {z} = Q, n € N, on peut extraire une sous-suite 
convergente dont la limite est dans Q. 


Théorème 15.1. Soit f: Q — R une fonction continue définie sur 
un ensemble bicompact Q & X. Elle est bornée sur Q, atteint son supré- 
mum et son infimum sur Q et est uniformément continue sur Q. 

Une famille d’ensembles ouverts Fa dans l’espace vectoriel nor- 
mé X est un recouvrement d'un ensemble À de X si chaque point x de 
A appartient à au moins un Fa- 

On dit qu'un ensemble M est compact dans l’espace vectoriel 
normé X si de toute suite {zn} Œ M, n €N, on peut extraire une 
sous-suite de Cauchy. Un ensemble A. € X est appelé e-réseau 


de UC X si pour tout x € M il existe un x € M. tel que || x — 
— x || < e. 


Théorème 15.2. Un ensemble M est compact dans l'espace vectoriel 
normé X si et seulement si pour tout e œ> Q0 il existe dans X un e-réseau 
fini de M. 

Soient G un ensemble connexe fermé borné dans l’espace E”, 
C (G) l’espace des fonctions z (t) continues sur G, de norme || z || = 
= max |æx(t) e Mc cC (G) un ensemble. On dit que M est 
uniformément borné s’il existe un c € R tel que pour tout z € M on 
a l| x || < c. On dit que M est équicontinu si pour tout e > 0 il exis- 
teunô — ô (e) > 0 tel que pour tous f, t, € G vérifiant || & — t | < 
< ô on a |z (ti) — z (t) | < £ pour tous les x € M à la fois. 


Théorème 15.3. Pour qu'un ensemble M & C (G) soit compact, il 
faut et il suffit que M soit uniformément borné et équicontinu. 

Un ensemble M d'éléments de l’espace vectoriel normé X est dit 
localement compact si l'intersection de M avec toute boule fermée 
dans X est compacte. 
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Théorème 15.4. Pour qu'une variété linéaire L soit localement 
compacte dans l’espace vectoriel normé X, il faut et il suffit que L soit 
de dimension finie. 

Un ensemble M dans un espace de Banach X est dit faiblement 
compact si de toute suite infinie d'éléments de M on peut extraire 
une sous-suite faiblement de Cauchy. 


Théorème 15.5. Tout ensemble faiblement compact dans un espace 
de Banach est borné. 


Théorème 15.6. Tout ensemble borné dans un espace de Banach 
réflexif est faiblement compact. 


15.1. Soient X un espace de Banach et M un ensemble fermé dans 
X, tel que pour tout e >> 0 il existe dans X un e-réseau fini de M. 
Montrer que M est bicompact. 

15.2. Montrer que la fermeture de tout ensemble compact est 
bicompacte. 

15.3. Montrer que tout sous-ensemble d’un ensemble bicompact 
est compact. 

15.4. Soit dans un espace vectoriel normé X un ensemble M 
tel que pour tout e œ Q il existe dans X un e-réseau compact de M. 
Montrer que M est compact. 

15.5. Montrer que tout ensemble borné dans un espace vectoriel 
normé de dimension finie est compact. 

15.6. Soient un ensemble bicompact M dans un espace de Ba- 
nach X et une suite {x,} dans M, n € N. Supposons que {zn} ad- 
mette un point d’accumulation et un seul za Montrer que Zo — Ze 

15.7. Montrer que l’ensemble de x, = sinnt (n €N) dans 

L, [—x, n] est fermé et borné mais non compact. 

15.8. Soit M un ensemble bicompact dans un espace de Banach 
X. Montrer que M peut être mis pour tout € œ> 0 sous la forme 


n 
M = U F;, 
i=1 
où F; sont des ensembles fermés tels que diam F; < e pour i = 
= 1,2,...,n. 

15.9. Montrer que pour qu'un ensemble M soit bicompact dans 
un espace de Banach X, il faut et il suffit que de tout recouvrement 
de M on puisse extraire un sous-recouvrement fini. 

15.10. Soit À un ensemble bicompact dans un espace de Banach 
X. Montrer que pour tout x € X il existe dans À un y tel que 
p(z, À) = || z — y Il. 

15.11. Soient A, B deux ensembles dans un espace de Banach X 
tels que A N B = Ø. Supposons que A soit bicompact et B fermé. 
Montrer que p(4, B) >Q. 
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15.12. Soient À, B deux ensembles bicompacts dans un espace 
de Banach X. Montrer qu'il existe des x, A. y, EB tels que 
o (4, B) = || zo Hal Est-ce le cas si À est bicompact et B 
fermé ? 

15.13. Soit À un ensemble bicompact dans un espace de Banach 
X. Montrer qu'il existe des ze yo E À tels que diam A = || x, — 
— Yo ll. 

15.14. Montrer qu'un ensemble bicompact ne peut jamais être 
appliqué de façon isométrique sur son sous-ensemble quelconque. 

15.15. Chercher dans Æ? un ensemble compact isométrique à son 
sous-ensemble. 

15.16. Soient X un espace de Banach, M € X un ensemble bicom- 
pact et D: M — M une application telle que pour tous x, y € M on 
a || ® (x) — D (y) || > || z — y ||. Montrer que ® est une applica- 
tion isométrique de M sur M. 

15.17. Montrer que, dans un espace de Banach, toute famille 
d'ensembles bicompacts emboîtés non vides admet une intersection 
non vide. 

15.18. Soit {W,} une suite d’ensembles bicompacts dans un 
espace de Banach X. Supposons que l'intersection de toute famille 
finie d’ensembles A], soit non vide. Montrer que N Mp est non 
vide, E 

15.19. Soit {U;}, i = 1, 2,..., n, un recouvrement fini d'un 
ensemble bicompact M dans un espace de Banach X. Posons 


ep, MU) eidelt (E a) 


i= À, 2, e.. M. 


Montrer que la famille d'éléments fe; (x)}, appelée partition de 
l'unité associée au recouvrement {U;}, possède les propriétés sui- 
vantes: 

a) 0Ke; (x) <1 

b) e; (x) —0 pour x¢U;; 


c) D) e; (lz 1 pour tout x€ M; 


d) e to sont des fonctions continues sur M. 
15. 20. Soient À, B deux ensembles dans un espace de Banach X. 


Supposons que : 
a) À et B soient tous deux bicompacts. Montrer que l’ensemble 


À + B est bicompact ; 
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b) À soit bicompact et B fermé. Montrer que l’ensemble À + B 
est fermé ; 

c) À et B soient tous deux compacts. Montrer que l’ensemble 
A + B est compact; 

d) A et B soient tous deux fermés. L'ensemble À + B est-il 
fermé ? 


15.21. Soient X un espace de Banach, M un ensemble bicompact 
dans A. et C(M) l’espace des fonctions z(t) réelles continues sur M 
de norme || x | = max |z (t) |. Montrer que C(M) est un espace 


tE 
de Banach séparable. 


15.22. Soient X, Y deux espaces de Banach, M un ensemble bi- 
compact dans X, et C(M, Y) un ensemble d'applications continues 
définies sur M à valeurs dans Y. Montrer que: 

a) C(M, Y) est un espace vectoriel ; 

b) on peut normer COM, Y) par | f || = sup {||f (x) ||; 

tEM 


c) l’espace COM. Y) est de Banach en cette norme. 

15.23. Soit dans un espace de Banach X un ensemble tel que 
toute fonction réelle f continue sur M vérifie au moins une des con- 
ditions suivantes: 

a) f est bornée sur M ; 

b) si f est bornée sur M, elle atteint son suprémum et son infi- 
mum sur M. 

Montrer que M est bicompact. 


15.24. Soit dans un espace de Banach X un ensemble M tel que 
toute fonction réelle continue sur M est uniformément continue. 
L'ensemble M est-il bicompact ? 

15.25. Montrer que toute application continue envoie un ensem- 
ble bicompact dans un ensemble bicompact. 

15.26. Soit f: X — Y une application continue d'un espace de 
Banach X dans un espace de Banach Y, et soit dans X un ensemble 
compact M. Montrer que l’ensemble f(M) c Y est compact. 

15.27. L’assertion de 15.26 reste-t-elle vraie si f est définie sur 
M et non sur X tout entier? 

15.28. Soit M un ensemble compact dans un espace vectoriel 
normé X. Montrer que toute fonction uniformément continue sur M 
est bornée sur M. 


15.29. Soit un ensemble de fonctions M c C [a, b]. Supposons 
que pour tout e œ 0 et pour tout #, € [a, b] il existe un ô = ô(e, to) 
tel que pour | t — ta |< ô on a |z (t) — z (t) | Le, où z(t) est 
une fonction quelconque dans M. L'ensemble M est-il équicon- 
tinu ? 

15.30. Soit un ensemble équicontinu de fonctions x,(é) € 
E C [a, b], n € N. Supposons que {x, (t)} converge en chaque point 
t € [a, b] vers zl pour n—> œ. Montrer que z(t) EC [a, b]. 
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15.31. Soit M un ensemble uniformément borné de fonctions de 
C [a, b]. Montrer que l’ensemble N des fonctions de la forme 


y(t) = | zt dr 
0 


où z(t) € M, est compact. 

15.32. Montrer que l’ensemble uniformément borné M de fonc- 
tions de C [a, b] vérifiant la condition de Lipschitz avec une cons- 
tante commune est bicompact dans C [a, bl. 

15.33. Montrer que l’ensemble M de fonctions de C [a, b] bor- 
nées pour un fw fixé, t, € [a, bl, et vérifiant la condition de Lipschitz 
avec une constante commune est bicompact dans C fa, bl. 

15.34. Montrer que l’ensemble de fonctions x (t) continûment 
dérivables sur [a, b] et telles que 


b 


z(Q] <S A, | OPA < ks 


a 


où À. et k sont des constantes, kı > 0, ka > 0), est compact dans 
C [a, bl. 


15.35. Montrer que l’ensemble de fonctions z (t) continûment 
dérivables sur [a, b] et telles que 
b 


| [le(H 2+ x(t) |2] dt < k 


a 


avec la constante k œ 0, est compact dans C [a, b]. 

15.36. Soit M un ensemble de fonctions z (t) continûment déri- 
vables sur [a, b]. Montrer que M est un ensemble compact dans 
Ca b si: 

a) pour tout t € [a, b] et toute z(t) € M on a |z’ (t) |< k avec 
la constante k > 0: 


b) pour toute z(t) € M l'équation z(t) = O admet au moins une 
racine sur Io, bl. 
15.37. Soit l’ensemble uniformément borné des polynômes de 
degré n dans C [a, b]. Est-il bicompact dans C [a, b]? 
15.38. Montrer que l’ensemble uniformément borné des poly- 
nômes de degré au plus égal à n est bicompact dans C fa, bl. 
15.39. Montrer que pour toute fonction z(t) continue sur To, b] 
il existe un polynôme P(t) de degré au plus égal à n qui est le meil- 
leur élément de l’approximation de x (t) par les polynômes, i.e. que 
max |e (9—P (DIS max 1x (1) — Om 
tE[a, b] 
pour tout polynôme Q(t) de degré au ai égal à n. 
6-0935 
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15.40. Soit z(t) une fonction continue sur [a, b]. Supposons qu'il 
existe une suite de polynômes d'un degré borné qui converge unifor- 
mément vers z(t) sur [a, b]. Montrer que z(t) est un polynôme. 

15.41. Montrer que la boule S, (0) dans C1 Io, b] est un ensemble 
compact dans C [a, b]. Est-il bicompact dans C [a, b]? 

15.42. Montrer que tout ensemble compact dans C! [a, b] est 
compact dans C [a, b 

15.43. Donner un exemple d'ensemble de fonctions continûment 
dérivables sur [0, 1] qui soit compact dans C [0, 1] mais non com- 
pact dans C? [0, 1]. 

15.44. Les ensembles de fonctions suivants sont-ils compacts 
dans C [0, 4]: 

a) za(t) = t”, n EN; 

b) z (t) = sin nt, n € N; 

c) z a(t) = sin (t + n), n €N; 

d) zalt) = sin at, a ER; 

e) zut) = sin at, «a €E [1, 2]; 

f) zalt) = Arctg at, a E R; 

g) Zell = et-a, ach, a > > 0? 
15.45. Soit l’ensemble de , fonctions x(t) € C [0, 1] telles que 


pour tout ż € [0, 1] 
|x (£) lee 


où œ(é) E C [0, 1], oi > 0, est une fonction donnée. Est-il com- 
pact dans C [0, 11? 

15.46. Montrer que tout ensemble compact: 

a) dans C [a, bl; 

b) dans l, 
est nulle part dense. 

15.47. Montrer que pour qu’un ensemble de fonctions M€ 
c CÈ [a, b] soit compact, il faut et il suffit que M soit uniformément 
borné et que l’ensemble des dérivées d'ordre k des fonctions interve- 
nant dans M soit équicontinu. 

15.48. Montrer qu’un ensemble M d'éléments z = (z1, £o, .- ..) 
dans c ou dans c, est compact si et seulement si M est borné et il 
existe une limite uniforme lim z, pour tout x € M, i.e. si pour 


Nn — 0 
tout e œQ il existe un N = N(e) tel que pour tout n>N ona 
Lo, — lim zal <e, 


quel que soit z = (1, Los +...) EM 
15.49. Montrer ou un ensemble M d éléments x = (Dn, Za, JE 


E la P > 1, est compact si et seulement si M est borné et il existe 
une limite ‘uniforme 


lim > Ei 


noo bal 


$ 16] OPÉRATEURS LINÉAIRES COMPACTS 83 


pour tout x € M, Le si pour tout e > 0 il existe un N = N(e) tel 
que pour tout nœ N ona 


ee 

XJ 

A Lo, |? < E€, 
k=n 


quel que soit x = (zı, Za, JE M. 

15.50. Montrer que le parallélépipède {x € l3, £ = (£1, Za, . . .): 
| £n | < 1/n} est un ensemble bicompact dans l. 

15.51. Pour quelle suite de À, € R, à, ZU, n E N, les ensembles 
suivants sont-ils bicompacts dans /, : 

a) parallélépipède {x € l}, £ = (£1, fax, Jr |En | Àn}; 


b) ellipsoïde {ze L= (£i, Lo, .. Ch i < 1}? 


15.52. Montrer que tout sous-espace dans C [a, b] formé de fonc- 
tions continûment dérivables est de dimension finie. 

15.53. Soient X, Y deux espaces de Banach, M € X un ensem- 
ble compact, An, A CZE, Y), n EN. Supposons que À, —+ 
— À (n— œ) fortement. Montrer que pour tout x € M la suite 
{Anz} est uniformément convergente vers Ar quand n — oo. 

15.54. Soient un espace de Banach X et une suite compacte de 
£n E€ X, n € N. Supposons que x, —> x (n —+ oo) faiblement. Montrer 
que Zn —> x (n —> oo). 

15.55. Soient X un espace de Banach réflexif, x, E, x, € 
ES;(x), n EN. Montrer qu'il existe une sous-suite de zp, k €N, 
telle que zn, > x (n —> œo) faiblement et z E€ S, (z9). 

15.56. Montrer que tout ensemble compact dans un espace de 
Banach est faiblement compact. Donner un exemple d'ensemble fai- 
blement compact mais non compact. 

15.57. Montrer que la boule unité fermée n'est pas un ensemble 
faiblement compact dans C [0, 11]. 


$ 16. Opérateurs linéaires compacts 


Soient X, Y deux espaces vectoriels normés. On dit que l’opé- 
rateur A € £ (X, Y) est compact s’il fait correspondre à la boule 
unité fermée de X un ensemble compact dans Y. L'ensemble de tous 
les opérateurs compacts dans £ (X, Y) se note ok, Y). 


Théorème 16.1. Si À € o(X, Y), tout ensemble borné dans X passe 
par A dans un ensemble compact de Y. 


Théorème 16.2. o(X, Y) est un sous-espace de £(X, Y). 
Cé 
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Théorème 16.3. Soient A € S(X,Y), BE L(Y, Z). Si au moins 
un de ces deux opérateurs est compact, leur produit BA est un opéra- 
teur compact, lui aussi. 


Théorème 16.4. Soit A € o(X, Y). Six, EX, nEN,et x, — 


—+ z (n — oo) faiblement, on a Ax, > Aa 


Théorème 16.5. Soit A € £(X, Y), où Y est de Banach. L'opéra- 
teur À est compact si et seulement si A*¥ est compact. 

Soient X un espace de Banach, A € o(X, X) = o(X), x, y € X. 
L’équation 


Ar = y 

est appelée équation de première espèce, et l’équation 

z — Ar = y, (1) 
équation de deuxième espèce. On définit pour (1) l'équation homogène 

z — Az = 0, (2) 
l'équation adjointe 

f — A*f = 0 (3) 
et l’adjointe homogène 

p — A*p = 0. (4) 


Théorème 16.6. Les propositions suivantes sont équivalentes: 

a) l’équation (1) a une solution pour tout second membre ; 

b) léquation (2) n'a qu'une solution triviale ; 

c) l'équation (3) a une solution pour tout second membre ; 

d) l'équation (4) n’a qu'une solution triviale. 

Si l’une quelconque des conditions a), b), c), d) est vérifiée, les 
opérateurs I — À et I — A* sont continûment inversibles. 


Théorème 16.7. Les équations (2) et (4) ont même nombre fini de 
solutions linéairement indépendantes. 


Théorème 16.8. Pour que l'équation (1) admette au moins une so- 
lution, il faut et il suffit que toute solution 1 de l'équation (4) vérifie la 
condition (y, d) = 0. 


Théorème 16.9. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés de di- 
mension infinie (Y de Banach), A € o(X, Y) et R(A) de dimension 
infinie. Alors R(A) n'est pas fermé dans Y. 


Théorème 16.10. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés (X de 
dimension infinie), A € o(X, Y). Si l'opérateur A™ existe sur R(À), 
il est non borné sur R(A). 
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16.1. Lesquels des opérateurs suivants A: C [0, 1] —> C [0, 1] 
sont-ils compacts: 
a) Az (t) = tz (t); 
t 


b) Az (= | z (i) dr; 


c) Ax (HÌ = x (0) + 1x (D) ; 


1 


d) Az (t) = | ein (s) ds; 


0 
e) Ax (t) = x (t?) ? 
16.2. L'opérateur 


A:CI—1, 1]— C([—1, 1], Az (D = {x (t) + (—t)], 


est-il compact ? 

16.3. Quelle est la fonction œ(t) EC [0, 1] si l'opérateur 
A: CT. 1]— C [0, 1], Ax(t) = ọ(t)z(t), est compact? 

16.4. Soit un opérateur A :CI0, 1] — C[0, 1] tel que 


i n 
Az (t) = | K (t, s) z (s) ds + D qu (6) z (tx), 


0 k=1 


où EI, s) est continue pour O< s, t< 1, (t) EC I0, 1l, t€ 
€ [0, 1], k = 1, 2, ..., n. Montrer que À est compact. 

16.5. L'opérateur Ai = dx/dt est-il compact s’il agit: 

a) de C? [0, 1] dans C [0, 1]; 

b) de C? [0, 1] dans Ct [0, 1}; 

c) de C? [0, 1} dans C [0, 1]? 

16.6. Soit un opérateur À: L, [a, b] — L, [a, b], tel que 


t 
Ax (t) = | x (T) dr. 
0 
Montrer que A est compact. 
16.7. Montrer qu'un orthoprojecteur dans un espace de Hilbert 
est compact si et seulement si son image est de dimension finie. 
16.8. Lesquels des opérateurs suivants définis pour z = 
= (£i, Ze, JE à valeurs dans l,, sont-ils compacts: 
a) Ax == (0, £i, Zə, ...); 
= Tr, Ze , 
b) Bz= (r, T, À, DE 


/ x x 
c) Cx= |0, £i,» es es DE 
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16.9. Montrer que l'opérateur d'immersion 

a) J:Ct[a, b) — Ca, b], Jr =x; 

b) J: H! ja, bl—+ C [a, b], Jx = x 
est compact. 

16.10. L'opérateur d'immersion J: li —> la, Jx = x, est-il com- 

act? 

16.11. Montrer que l'opérateur A : H! [a, b] — L, [a, bl, Az(t) = 
= dz/dt, est compact. 

16.12. Soit dans L, [0, 1] un opérateur Az(t) = ď’x/dt? défini 
sur un ensemble D(A) de fonctions z(t) deux fois continûment déri- 
vables, telles que x(0) = x(1) = 0. Montrer que l'opérateur A4”! 
existe. Chercher A7 et montrer qu’il est compact. 

16.13. Soit X = Y un des espaces lp, M, c, co. Pour z = 
= Din, Lo, ...) E€ X, posons y = Ax = (Yı, y», - . .), où Yr = 0 
pour k impair et y} = ZE pour k pair. Montrer que À est non com- 
pact, bien que 4? = Q le soit. 

16.14. Soient X, Y deux espaces de Banach, A € o{X, Y), 
BC Y) et R(B) & R(4). Montrer que B € o (X, Y). 

16.15. Soit X un espace vectoriel normé. Un opérateur À € o(X) 
peut-il être application isométrique de X dans X? 

16.16. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés et A À — Y 
un opérateur linéaire. Est-ce que À € o(X, Y) si 

a) X est de dimension finie; 

b) Y est de dimension finie ; 

c) A est borné et Y de dimension finie? 

16.17. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, 4, € 
Cox, Y), n € N. Supposons que À, —> À (n —> œœ) fortement. Est- 
ce que À E o(X, Y)? 

16.18. Montrer que tout opérateur À € (H), où H est de Hil- 
bert, est limite forte d'une suite d'opérateurs compacts. 

16.19. Soit À € o(l,). Montrer qu'il existe une suite de 4, € 
€ sii, nEN, telle que A, —> À (n — œ) et que À(A,) est de 
dimension finie pour tout n. 

16.20. Soient H un espace de Hilbert, {e,} une base orthonormée 
dans H, nEN, A, ER, n€ N. Supposons que À, — 0 (n—+ œ). 
Pour x € H posons 


AT = > Àn (7, En) en. 
n=1 


Montrer que À est défini sur H tout entier, qu'il envoie H dans H 
et qu'il est compact. 

16.21. Soit AC 1 < p< œ. Supposons que pour x = 
= (£i, Los eà » p 


Ar = (Ait; LE e e WI 
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où A, ER, sup | åp | < œ. Montrer que À € o(l,„) si et seulement 
k 
si Àn —> 0 (k — œ). 
16.22. Soient H un espace de Hilbert, {e,} une base orthonor- 
mée dans H, nEN, Y un espace de Banach, AE S(H, Y). Suppo- 


sons que la série 3. || Ae, |? soit convergente. Montrer que AE 
n 


Eo (H, Y). 

16.23. Soient H un espace de Hilbert, À € (H), A*A € o(A). 
Montrer que À € o(A). 

16.24. Utilisant 16.23, montrer que A* € o (H) si A €o (B). 

16.25. Soient X, Y deux espaces vectoriels normés (X de dimen- 
sion infinie), et soit A € o(X, Y). Montrer qu'il existe dans X une 
suite de x,, HEN, telle que lz, | = et Az, — 0 (n — co). 

16.26. Montrer que l’ensemble des valeurs de tout opérateur 
compact est séparable. 

16.27. Soient H un espace de Hilbert, {e, } une base orthonormée 
dans H, n EN, A € o(H). Montrer que Ae, —> 0 (n — œ). 

16.28. Soient H un espace de Hilbert et A € (H). Montrer que 
les propositions suivantes sont équivalentes: 

a) Si Zn, Z, Yn, YEH, nCN, et x, —> z (n — œ) faiblement, 
Yn > y (n —> œo) faiblement, alors (Azn, Yn) —> (Ax, y) (n — œ); 

b) si zn, LEH, nEN,et x, — z< (n —> œ) faiblement, alors 
Ax, > Ax (n— œ); 

c) À €o(H). 

16.29. Montrer que pour tout opérateur linéaire A défini partout 
dans un espace de Banach X, à valeurs dans un espace de Banach 
Y, les propriétés suivantes sont équivalentes: 

a) l’image par À de toute suite convergente {z ,} € X est une 
suite convergente {A4xr,} € Y; 

b) l’image par A de toute suite faiblement convergente {x,} € X 
est une suite faiblement convergente {Azn} c Y; 

c) l’image par À de toute suite convergente {xr,} € X est une 
suite faiblement convergente {Ax,} € Y. 

16.30. Soient X, Y deux espaces de Banach (X réflexif) et un 
opérateur À € (X, Y) qui à toute suite faiblement convergente de 
£n € À fait correspondre une suite convergente de Ar, € Y. Mon- 
trer que À € o(X, Y). 

16.31. Montrer que tout opérateur linéaire continu A € Z (L, l) 
est compact. 

16.32. Soient X un espace vectoriel normé, Y un espace de Ba- 
nach séparable, À € (X, Y). Montrer que A E o(X, Y) si et 
seulement si l’image par A de toute suite faiblement convergente 
dans Y * est une suite convergente dans X*. 

16.33. Soient H un espace de Hilbert, A € o(H) et M un en- 
semble borné fermé convexe dans H. Montrer que: 
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a) l’image de M est fermée dans H; 
b) pour tout y € H il existe dans M un x, tel que 
in — = — 
int | Az — y || = || Azo — y |l- 

(Dans [26] un élément ainsi défini x, de H est appelé quasi-solution 
de l’équation Ax = y, où x, y € H, À € o(H).) 

16.34. Soient H un espace de Hilbert et A € 6(H). Montrer que 
l’image de la boule unité fermée est un ensemble bicompact. 

16.35. L'’assertion de 16.34 est-elle vraie pour un opérateur 
A € o(X): 

a) dans un espace de Banach X quelconque ; 

b) dans un espace de Banach X réflexif? 

16.36. Soient H un espace de Hilbert et À € o(H). Montrer qu'il 
existe dans H un x 0 tel que || Ax || = || À [| [x ||. 

16.37. L’assertion de 16.36 est-elle vraie pour un opérateur 
A € o(X : 

a) dans un espace de Banach X quelconque ; 

b) dans un espace de Banach X réflexif? 

16.38. Soient X un espace de Banach de dimension infinie et 
A Col, Montrer qu'il existe dans X un y tel que l'équation de 
première espèce Ax = y est sans solution. 

16.39. Un opérateur compact admet-il: 

a) un inverse borné; 

b) un inverse à droite borné; 

c) un inverse à droite? 

16.40. Soit un opérateur A: C [0, 1] —+ C [0, 1] tel que 


1 
Ax(s) = | K(s, t) z(t) dt, 
DI 


où Eis, t) est continue pour 0 < s, t < 1. Peut-il admettre un in- 
verse borné? 

16.41. Soient X un espace de Banach et A € Z(X). Supposons 
qu’il existe un c € R, c > 0, tel que [Az] zez || pour tout 
x € X. L'opérateur A peut-il être compact? 

16.42. Soient X un espace de Banach et À € Z(X). Supposons 
que l'équation z — Az = 0 n’admette qu'une solution triviale. 
L'équation x — Ax = y admet-elle alors une solution pour tout 
yEX? 

16.43. Donner un exemple d'espace de Banach X et d'opérateur 
A € (X) tel que l'équation z — Az = 0 admette une infinité de 
solutions linéairement indépendantes. 

16.44. Les théorèmes 16.6 à 16.8 ont été énoncés pour l'équation 
Cx = y dans laquelle C = I — A, A € o(X) et X est un espace de 
Banach. Montrer que ces théorèmes restent vrais si dans l’espace de 
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Banach X on considère l'équation Cx = y dans laquelle C = B — À, 
B € S(X) et est continûment inversible, À € o(X). 
16.45. Soit un opérateur À: C [0, 1] — C [0, 1] tel que 


t 


Az (t) = | x (T) dr. 
0 


a) Montrer que l'équation z — Ax = y a une solution pour tout 
y E€ C [0, 11. 

b) Chercher l'opérateur (7 — Ari, 

16.46. Soit un opérateur linéaire A défini partout dans un espace 
vectoriėl normé X, à valeurs dans X, et soient Nr = N(4*), Rp = 
= RAL, k= 0, 1, ... Montrer que 

a) Noc Nic... NC Nu, ,-, auquel cas ou bien 
les N, sont tous distincts, ou bien il existe le plus petit entier n > 0 
tel que pour 0 K< r < n tous les N, sont distincts mais tous les N, 
suivants se confondent avec NW, : on dit alors que À a une montée fi- 
nie n; 

b) RoD Rad ... D Rk} D Rh+ = ..., auquel cas ou bien 
les À, sont tous distincts, ou bien il existe le plus petit entier m > 0 
tel que pour 0< r < m tous les R, sont distincts mais tous les R, 
suivants se confondent avec Rm: on dit alors que A a une descente 
finie m. 

16.47. Soient un espace de Banach X et un opérateur À € (X) 
à montée finie n et à descente finie m. Montrer que n = m et X = 
= AN, OD Ra- 

16.48. Soient X un espace de Banach et A = I + B, où BE 
€o(X). Montrer que: 

a) À a une montée finie n et une descente finie m, si bien que 
n =m comme dans 16.47 ; 

b) chaque sous-espace N, est de dimension finie et chaque variété 
linéaire R, est fermée ; 

c) À envoie R, sur R, de façon biunivoque et bicontinue. 

16.49. Soit {e,}, n € N, une base orthonormée dans un espace 
de Hilbert H. On dit que À € (H) est un opérateur de Hilbert- 
Schmidt si la quantité 


IA |= 2 || 4e, |}? 
n=i 


est finie. Montrer que: 

a) la quantité || A IL est indépendante du choix de la base ortho- 
normée dans H; 

b) 4A lk = I| 4* Ila; 

c) IAU < IA ll: 

d) la quantité || À || définie sur la classe des opérateurs de Hil- 
bert-Schmidt est une norme : 
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e) l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt est une variété 
linéaire dans (H); 
f) l'égalité 


(4, B) = ` (Aen, Ben) 
n=1 


munit la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt d’un produit sca- 
laire ; 
g) l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt a une structure 
d'espace de Banach par rapport à || À || ; 
h) tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact ; 
i) un opérateur À: L, [0, 1] —> L, [0, 1] tel que 
1 
Ar (s) = f K (s, t) x (t) dt, 
0 


où K(s, t) E€ L, [0, 1] x [0,1], est un opérateur de Hilbert-Schmidt ; 

j) si A est un opérateur de Hilbert-Schmidt et B € £ (H), alors 
AB, BA sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt et || AB Il < 
< |A lk IBI, 184 1 < 14 lk I8 Il. 

k) Quelle est la suite de À, E R si l’opérateur À: l, — l,, Ax = 
= (At, Aolo, . . .) pour z = (zi, Zə, . . .) E€ l, est un opérateur de 
Hilbert-Schmidt ? 

l) Chercher dans l, un opérateur compact qui ne soit pas de Hil- 
bert-Schmidt. 

16.50. On dit qu'un opérateur A € (H) est nucléaire si A = 
— BC, où B, C sont deux opérateurs de Hilbert-Schmidt. À étant 
un opérateur nucléaire, montrer que: 

a) A est de Hilbert-Schmidt, donc compact ; 

b) AD et DA sont nucléaires si D € (H); 

c) A* est nucléaire ; 

d) pour toute base orthonormée {e,}, n € N, dans H la série 


Dà (Aen, en) est absolument convergente. 
n=1 

16.51. Donner un exemple d'’opérateur nucléaire dans l, et 
d’opérateur de Hilbert-Schmidt qui ne soit pas nucléaire dans l. 


$ 17. Opérateurs normalement résolubles 


Soient deux espaces de Banach X, Y (tous deux réels ou tous deux 


ne 


complexes), un opérateur linéaire A: X — Y tel que D (A) = X, 
et son adjoint A*: Y* — AS. 

On dit que l'opérateur À est normalement résoluble si, pour que 
l'équation Az = y soit résoluble, il faut et il suffit qu'il y ait 
(y, biz 0 pour toute solution de l'équation Ab = 0. 
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Un opérateur normalement résoluble À est dit nœthérien si les 
variétés V(A), N(A*) sont de dimension finie. La quantité n = 
= dim V(4) est appelée nombre des zéros de À, la quantité m = 
= dim V(A*) le défaut de A et la quantité y = n — m l'indice 
de À. 

Un opérateur nœthérien d'indice nul est appelé opérateur de 
Fredholm. 


17.1. Montrer que si l'équation Ax = y admet au moins une so- 
lution, on a (y, p) = 0 pour toute € N(A*). 

17.2. Soit L une variété linéaire dans l’espace Y*. Soit len- 
semble +L = {y €Y: (y, f) = 0 pour toute f € L}. Vérifier que la 
proposition de 17.1 est équivalente à inclusion 


R(A) & 4N (4*). 


17.3. Les notations étant celles de 17.1 et 17.2, montrer que 


R(A) € +N(A*). 

17.4. Soit y, 6 R(A). Utilisant le corollaire 1 du théorème 12.1, 
montrer qu'il existe dans V(A*) un w, tel que (Yo, Yo) Æ 0. 

17.5. Déduire de 17.3 et 17.4 que R(A) = :N(A*). Comparer 
avec 14.7. 

17.6. Vérifier que R(A) = Y, i.e. que l'équation Ax = y est 
résoluble pour tout y appartenant à une variété linéaire dense dans 
Y, si et seulement si le défaut de l’opérateur À est égal à 0. 

17.7. Montrer qu un opérateur À est normalement résoluble si et 


seulement si (A) = R(A), i.e. si l’ensemble des valeurs de A 
est fermé. 

17.8. Soit À un opérateur normalement résoluble et de défaut 
nul. Vérifier que l'équation Ax = y admet au moins une solution 
pour tout y E€ Y, i.e. que R(A) = Y. 

17.9. Soit À un opérateur dont l’ensemble des valeurs R(A) 
est de dimension finie. Est-il normalement résoluble ? 

17.10. Montrer que tout opérateur À € $(E*, E") est nœthé- 
rien d'indice k — m. 

17.11. Montrer que tout opérateur À € Z(E", E") est de Fred- 
holm. 

17.12. Soient A € Z(E”, E™) et B € Z(E", E*). Montrer que 
x (48) = x (4) + x (B). 

17.13. Montrer que tout opérateur continûment inversible À € 
€ £{X, Y) est de Fredholm. 

17.14. Soit un opérateur À : l, — l, tel que Az = (Zə, Za... 
pour x = (£i, xs, . . JE lo. 

a) Chercher A*. 

b) Montrer que À et A* sont nœthériens et chercher leurs indices. 
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c) Montrer que AP, (A*}*, k € N, sont nœthériens et chercher leurs 
indices. 

17.15. Soit À un opérateur nœthérien. Démontrer les propositions 
suivantes (théorèmes de Noether): 

a) ou bien l’équation Ax = y admet au moins une solution pour 
tout y, ou bien l'équation Ab = 0 a une solution non triviale; 

b) chacune des équations Ax = 0, A = 0 admet un sous- 
espace de solutions de dimension finie ; 

c) si l'équation Ab = 0 a des solutions non triviales, l'équation 
Ax = y admet au moins une solution si et seulement si y est ortho- 
gonal à toute solution de A*ÿ = 0. 

17.16. Soit À un opérateur de Fredholm. Démontrer les propo- 
sitions suivantes (théorèmes de Fredholm): 

a) ou bien l'équation Ax = y a une solution et une seule pour y 
quelconque, ou bien l'équation Ar = 0 admet des solutions non 
triviales ; 

b) ou bien les équations Az = 0 et A*1 = 0 n'ont que des so- 
lutions triviales, ou bien elles admettent un même nombre de solu- 
tions linéairement indépendantes ; 

c) si le nombre des zéros de l'opérateur À est non nul, l'équation 
Ax = y a des solutions si et seulement si y est orthogonal à toute 
solution de l'équation Ab = 0. 

17.17. Soit À un opérateur compact dont l’ensemble des valeurs 
R(A) est de dimension infinie. À est-il normalement résoluble? 

17.18. Soit un opérateur T € o(X) (opérateur compact). Mon- 
trer que l'opérateur À = I — T est de Fredholm. 

17.19. Soit un opérateur À : L, [0, 1] — L, [0, 1], tel que 


t 
Az (t) = | x (s) ds. 


0 


Est-il normalement résoluble? 

17.20. Soit A: X — Y un opérateur fermé. Supposons qu’il 
existe un m œ 0 tel que pour tout z € D(A) ona || Ax || >m ||x |l 
Montrer que A est normalement résoluble. 

17.21. Soit une famille libre d'éléments {¢ọ;};—ı dans un espace 
de Banach X. Montrer qu’il existe dans son dual X* une famille 
d'éléments Te: telle que 


1 pour i=j, 


(Pi; ==] 0 pour i+ j, 


i, j=1, 2,..., n. (Les familles Tei et {y;};=, sont dites 
biorthogonales.) Montrer que la famille {y;};—; est libre, elle aussi. 
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17.22. Soient deux familles {@;}1 € X, {y;} 1 € X* biortho- 
gonales. Soit un opérateur P: X — X tel que 


Pz= 2 (£, Yi) Pi. 


a) Montrer que P € Ei 

b) Utilisant 8.35, 8.36, montrer que P est projecteur dans X. 

c) Montrer que l'opérateur P induit une décomposition de X en 
somme directe de sous-espaces : 


X = Xn ® À w-n) 


où X, = R(P), X »-n = HU — P). 
17.23. Soit Ip: EC une famille libre dans le dual Y* de l’espace 
de Banach Y. Définissons dans Y et dans Y* des sous-espaces : 


Weide mini, n}, 
= {fEY*: (y, f) = 0 pour tout y EŸ}. 


Montrer qu il existe exactement n éléments linéairement indépen- 


dants y; da i = 1, 2, ..., n, ainsi que des éléments f; E Y*, 
i—1,2,...,n, tels que les familles In et (el soient biortho- 
gonales. 

17.24. Soit {p;}j=1 une famille libre dans l’espace de Banach Y* 
dual d’un espace de Banach Y. Montrer que: 

a) il existe dans Y une famille libre d'éléments fe, telle que 
les familles AUDIT (e: soient biorthogonales ; 

b) un opérateur Q: Y —> Y tel que 


Qy = E (Y, Vi) Zi 


est borné, est projecteur dans Y et induit une décomposition de Y 
en somme directe de deux sous-espaces : 


Y=Y" g Y”, 


où Y” = R (Q) et Y?” =R (I —Q). 

17.25. Soient deux familles biorthogonales {p;}, cX et 
{vi}: € X*, de même que les familles {p;} € Y* et {z 41 € Y. 
Soit un opérateur K: X — Y de dimension finie, tel que 


Kr = > (£, Vi) Zi: 
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a) Montrer que 
K*f= 2 (zi Die 


où la barre symbolise le passage au conjugué complexe si X, Y sont 
complexes. 

b) Montrer que Kox = zp Këpp: = yn L= 1, Hen A 

17.26. Soit un opérateur de Fredholm A: X — Y, dont le 
nombre des zéros n œ> 0. Supposons que les familles {p;}i=1 AE, 
{fp;}1 € Y* sont des bases dans W(4) et dans N(A*) respective- 
ment et que les familles {y;} 1 AS, {zi}, € Y soient biorthogo- 
nales aux premières. Soit un opérateur À = A + K, où K est l’opé- 
rateur de 17.25. Montrer que les opérateurs À et (4)* ont les nombres 
des zéros nuls. 


17.27. Les hypothèses et notations étant celles de 17.26, mon- 


trer que R(A) = Y. 
17.28. Les hypothèses et notations étant celles de 17.26, montrer 


que l'opérateur À est continûment inversible (lemme de Schmidt). 


17.29. Les hypothèses et notations étant celles de 17.26, montrer 
que : 

a) restent vraies les décompositions en somme directe de 17.22, 
17.24, avec X, = N(A) et H "zs R(4); 


b) À — A sur D(A), et A applique Xx-r N D(A) sur Fr" 
de façon bijective; 

c) A applique X, sur Y” de façon bijective. 

17.30. Montrer que tout opérateur de Fredholm À se décompose 
en A = B + P, où B est continüment inversible et l’ensemble des 
valeurs de P est de dimension finie. 

17.31. Montrer que tout opérateur de Fredholm À se décompose 
en À = C + T, où C est continüment inversible et T compact. 


17.32. Soient C un opérateur continûment inversible et T un 
opérateur compact. Montrer que l'opérateur À = C + T est de 
Fredholm. 


17.33. Montrer que, pour que l'opérateur A € (X, Y) soit 
de Fredholm, il faut et il suffit que chacune des conditions suivantes 
soit vérifiée: 

a) A =B + P, où B, PE £(X, Y), B est continüment inver- 
sible et R(P) de dimension finie ; 

b) A =C +T, où CE £(X, Y) est continûment inversible et 
TC, Y) compact. 

17.34. Soit un opérateur À € (X, Y) dont l’ensemble äi 
est fermé. Supposons qu’il existe dans Y une famille d'éléments 
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{yi yı telle que tout y € Y se laisse développer d’une façon et d’une 
seule en 


où à; CR z € R(A). Montrer que le défaut de À est n. 

17.35. Soient H un espace de Hilbert complexe, A € (H) un 
opérateur nœthérien et y € H. Supposons qu'il existe un r > 0 tel que 
l'opérateur B: H — H, Bx = r'AA%x — (x, y) y, est positif. Mon- 
trer que: 

a) l'équation Ar = y est résoluble, i.e. que y € R(A); 

b) l’équation AA*f = y est résoluble; 

c) élément x = A*f, où f est solution de AA*f = y, est indé- 
pendant de f et est la solution de Ax = y ayant la plus petite 


norme ; 
d) si le nombre des zéros de À est non nul, le système Axr = y, 


[| x || =r est résoluble. 


CHAPITRE 5 


OPÉRATEURS AUTO-ADJOINTS. 
THÉORIE SPECTRALE 


S 18. Opérateurs auto-adijoints 


Soit H un espace de Hilbert complexe. On dit que l'opérateur 
A € £(H) est auto-adjoint si A* = À, i.e. si pour tous x, y € H 
on a (Ax, y) = (x, Ay). L'ensemble de tous les opérateurs auto-ad- 
joints dans Z(H) se note Ô(H). 


Théorème 18.1. Si A, BEG(H)et a, BER, on a aA + PBE 
€ ô(Ħ). 


Théorème 18.2. Soient A, B € Ô(H). L'opérateur AB est auto- 
adjoint si et seulement si AB = BA. 


Théorème 18.3. Si A € (H), on a || A | = sup |(Ax, x) |. 
Hall<1 


Un opérateur À € ô(H) est dit positif et noté A > 0 si pour tout 
x € H on a (Ax, x) > 0. Pour deux opérateurs A. B € ô(H) les iné- 
galités À > B ou B < A signifient que A — B > 0. 


Théorème 18.4. Soit P projecteur sur un sous-espace M dans un 
espace de Hilbert H. Alors: 

a) HCH, avec || P | =1 si M #0; 

b) D € — P; 

c) P € ô(H): 

d) P S 0; 

e) zc A si et seulement si || Px || = | x ||; 
f) (Där, x) < || x |? pour tout x € H 


Théorème 18.5. Soit A € (H) tel que A? = A. Alors À est pro- 
jecteur sur un sous-espace M c H. 

Théorème 18.6. Pour tout opérateur positif À € Ô(H) il existe 
une quantité et une seule H À € (H), dite racine carrée de A, telle que: 

a) (VA) = 

b) VA >0; 

c) V À commute avec un opérateur C € £ (H) si et seulement si C 
commute avec À. 
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Etant donné un opérateur À € Ô(H), introduisons les notations 
suivantes: 


we d _ d 
LAI=VÆ; Arel ALA Ars zllAl- AN 


où V À? est la racine carrée positive de l'opérateur A7. 
18.1. Soit un opérateur A: l, —> l, tel que 


Ax = Hafe Agotos oo.) 


OÙX = (zi, Za, JE la, àp E R, k E N, sup | À4 | < œ. Montrer que 
k 


A est auto-adjoint. Quelle est la suite {A} si À est positif? 
18.2. Montrer que l'opérateur À : L, [0, 1] — L, [0, 1], Ax(t) = 
— LU), est auto-adjoint positif. 
18.3. Montrer qu'un opérateur A: L, [0, 1] — L, [0, 1] tel que 
1 
Az(t) = | e*'z(s) ds, 
0 


est auto-adjoint positif. 
18.4. Soit un h E R fixé, h 0. Montrer que l'opérateur de dif- 
férence A: L, (— œ, œ)—> L, (— œ, oœ), 


t h h 
dei zl (t+z)-2 (t-73) 
est auto-adjoint. 
18.5. Soient A, BE £(H), et soit A COU, Montrer que 
B*AB € ô(H). 
18.6. Soit À € Ô(H). Montrer que: 
a) I AÏ= sup | (Az, a) 13 


b) |All= sup Tä, y) |. 


(gll, (ltz) 

18.7. Soient H un espace de Hilbert complexe et A € L (H). 
Supposons que (Ax, x) soit réel pour tout x € H. Montrer que À € 
€ ô(H). 

18.8. Soit A € Ô(H). L'ensemble de (Az, x) est-il fermé sur la 
droite réelle si x € H, ||xz || — 1? 

18.9. Soit À € (H) tel que (4x, x) = 0 pour tout x € H. Mon- 
trer que À = 0. Est-ce le cas si À est un opérateur linéaire borné 
dans un espace de Hilbert réel ? 

18.10. Soient A € ô(H), zn E H, n EN, x, —> x (n — œ). Mon- 
trer que (Azn, Zn) — (Ax, x) (n — œ). La condition A € ô(H) est- 
elle essentielle ? 


717—0935 
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18.11. L'ensemble N = {x € H: (Ax, x) = 0} est-il un sous- 
espace dans l’espace de Hilbert H si: 
a) À Col): 
b) A € ô(H), A > 0? 
18.12. Soit A € (H). Montrer que: 
a) À (4 + A*) € ô(H) pour tout à ER; 
b) A se décompose en À = A, + iA,, où An, A: € ô(H). 
18.13. L'ensemble des valeurs d'un opérateur auto-adjoint peut- 
il être non fermé? 
18.14. Soit A € 8&(H), N(A)—0. Montrer que R(A) =H. 
18.15. Soit A € Ô(H). Montrer que || 4? || = |} À ;;. 
18.16. Soit A, € ô(H), n € N. Supposons que À, > A (n — œ) 
fortement. Montrer que À € ô(H). 
18.17. Soit A, E€ ô(H), nEN, An >Q. Supposons que À, —> 
—> À (n —> œ) fortement. Montrer que À > 0. 
18.18. Soit A € ô(H). Montrer que si Az = 0 pour un z € A, 
on a A”x Æ Q0 pour tout entier naturel n. 
18.19. Soit A € Ô(A). 
a) Montrer que Anc |? < || Amir || [| Amir || pour tout x € H 
et pour tout entier naturel n > 1. 
b) Soit dans H un z ¢ N(A). Montrer que la suite de 
|| Antiy || 
An | EI Î 3 n € N, 
est convergente. 
18.20. Soit A € ô(H), A = 0. Montrer que les propositions sui- 
vantes sont équivalentes: 
a) R(A) est partout dense dans À; 
b) N(A) — 0; 
c) (4x, x) >Q pour tout x € H, x Æ 0. 
18.21. Soit P € (H), P?” = P. Montrer que les propositions 
suivantes sont équivalentes: 
a) P € ô(H) ; 
b) PP* = P*P; 
c) R(P) = (N(P))} ; 
d) (Pz, x) = || Px |? pour tout x € H. 
18.22. Soit A € Z(H). Montrer que les opérateurs A A et A*A 
sont auto-adjoints positifs. 
18.23. Soient A, B E ô(H), et soit A > 0. Montrer que BAB > 
> 0. 
18.24. Soient À, B €ô(H), A >B, CE (H). Montrer que 
C*AC, C*BC E ô(H) et que C*AC > C*BC. 
18.25. Soient A, B € ô(H) tels que A > B et B > A. Montrer 
que À = B. 
18.26. Etant donné deux opérateurs quelconques À, B € ô(H), 
peut-on affirmer que l’on a soit A > B, soit B > A? 
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18.27. Soit À € Ô(H), A > 0. Montrer que || Ax |? < || À || X 
x (Ax, x) pour tout x € H. 

18. sek Soit À € ô(H) tel que0 << A < A, oùÀ E R. Montrer que 
IA ES 

18. 29. “soit A € ô(H). Supposons que À soit continâment inver- 
sible. Montrer que A- € (A). 

18.30. Soit A € Ô(H), À ZU Supposons que À soit continüû- 
ment inversible. Montrer que A~ > 0. 

18.31. Soit À € ô(H), à € C, Im À = = 0. Démontrer l'existence de 
A — àI). 

18.32. Soit A € Z(H). Démontrer l'existence de (I + AA*)-t. 
18.33. Soit A € Ô(H), À > 0. Démontrer l'existence de (7 + 
A). 

18.34. Soit A € ô(H), A > 0. Montrer que l'opérateur A + À7 
est continûment inversible pour tout À œ> Q. 

18.35. Montrer qu’un opérateur À € (H) est continûment inver- 
sible si et seulement s’il existe des a, P € R, œ œ> 0, B > O, tels 
que AA* >al, A*A > fl. 

18.36. Soient A, B € ô(H) tels que 0 < I < A < B. Montrer que 
A et B sont continûment inversibles et que B-t < A~. 

18.37. Soient A, B € Ô(H) tels que A > 0, B >O, AB = BA. 
Montrer que AB >Q. 

18.38. Soient A, B, C € ô(H) tels que A > B, C> 0, AC = 
= CA, BC = CB. Montrer que AC > BC. 

18.39. Soit un opérateur A: l, —> l, tel que 


Ax = (0, O, Za Lys + « .) 


pour x = (£i, Zə, Zz, . ..) El. Montrer que A € Ô(L), A > 0. 
Chercher HA. | 
18.40. Soit À € ô(H), À > 0. Montrer que || V À || = Y [| À ||. 
18.41. Soit dans E? un opérateur À qui fait correspondre 


Grise) | (=) 
T= Ar, + 5% a r= Lo) ‘ 
Montrer que À € ô(E?) et que A > 0. Chercher VA. 

18.42. Soient À, B, C € Ô(H) tels que A >0, B = C = A. 
Montrer que BC = CB. 

18.43. Pour les opérateurs de 18.1, 18.2, chercher | À |, A+, Ar 

18.44. Soit À € Ô(H). Montrer que: 

a) AtA- = A-At = 0; 

b) |A |>0, | 4 | = 0 si et seulement si À = 0; 

c) |A P = 4?, 

d) si A- = 0, on a A= At — | À |; 
e) si At = 0, on a A = —A- = —]A |. 
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18.45. Montrer que pour A € ô(H) la norme de | À | est égale à 
celle de A. 

18.46. Soit A € ô&(H), A =0. Montrer que | À | — A. 

18.47. Soit {e,}, n € N, une base orthonormée dans H. Soit un 
opérateur A: H — H tel que Ae, = 0, 4e, zën pour n > 1. 

Montrer que: 

a) A € (H) et est compact ; 

b) il n'existe aucun B € Z(H) tel que B? = A. 

18.48. Soit A € (H). Montrer qu’il existe un opérateur B € 
€ ô(H) et un seul tel que B > 0. Montrer que pour tout xz € H on a 
I Az || = I| 8z |l. 

18.49. Soit un opérateur linéaire A : H —> H défini sur D (A) = 
= H, tel que (Ax, y) = (x, Ay) pour tous x, y € H. Montrer que A 
est borné et que par suite À € Ô(H). 

18.50. Soit un opérateur A € £(H) tel que AA* = A*A. (Un 
opérateur qui commute avec son adjoint est dit normal.) Montrer 


a) || Az || = I| A*a || pour tout x € H; 
b) NA) = N(A*) = (R(4)):; 

c) || A” = |4 IP; 

d) si A? Séi n a Ae A: 

e) si A? = a À =Q. 


18.51. Soit A c eu) un opérateur normal tel que A~ € sf, 
Montrer que Ai est normal. 

18.52. Soient À € (H), o, BEC, |æ |= |B |= 1. Montrer 
que l'opérateur od + BAS est normal. 

18.53. Soient An, À € £(H), n EN, des opérateurs normaux. 
Supposons que À, —+ À (n—> œ) fortement. Montrer que Až — 
— A* (n — œ) fortement. 

18.54. Soit À € Ô(H), A > 0. Supposons que À soit compact. 


Montrer qu’il en est de même de V A. 

18.55. Soient A, B € ô(H) tels que 0 < A < B. Supposons que 
B soit compact. Montrer qu'il en est de même de À. 

18.56. Soit un opérateur U défini partout dans un espace de Hil- 
bert complexe H, qui applique H sur H On dit que U est un opéra- 
teur unitaire si (Ux, Uy) = (x, y) pour tous x, y € H. Montrer que: 

a) tout opérateur unitaire est linéaire et borné ; 

b) tout opérateur unitaire admet un inverse, unitaire lui aussi; 

c) le produit de deux opérateurs unitaires est un opérateur uni- 
taire : 

d) tout opérateur linéaire isométrique défini sur H et appli- 
quant H sur H est unitaire: 

e) un opérateur U € £(H) est unitaire si et seulement si U* = 


18.57. Soient A, B deux opérateurs. Supposons que À € Of) 
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soit continûment inversible et B = V A*A. 

a) Montrer que B € ô(H), B > 0 et B estfcontinûment inver- 
sible. 

b) Soit U = AB-t, auquel cas A = UB (décomposition polaire). 
Montrer que U est un opérateur unitaire. 


§ 19. Spectre d’un opérateur linéaire 


Soient X un espace de Banach complexe, À : X —> X un opérateur 
linéaire défini sur un ensemble D(A) dense dans X, et À un nombre 
complexe. 

On dit que À est un point régulier de À si l'opérateur A — A est 
continüment inversible. L'ensemble des points réguliers de l’opéra- 
teur À est appelé ensemble résolvant de À et noté p(A). Si À € o(4), 
l'opérateur linéaire borné R,(4) = (A — À1)-! est appelé résol- 
vante de A. Le complémentaire de p(A) dans le plan complexe est 
appelé spectre de À et noté o(A). 


Théorème 19.1. Le spectre de l'opérateur A € £(X) est un ensem- 
ble fermé contenu dans un cercle |A | < [|| À ||. 

Le nombre À € C est appelée valeur propre de l’opérateur À s’il 
existe dans D(A) un x = Q tel que Az = Ar, L'élément zx est appelé 
alors vecteur propre de À associé à sa valeur propre À. Toute valeur 
propre de À est un point de son spectre; l’opérateur À — ÀI est 
donc non inversible. 


Thiorème 19.2. Soit A € £(X), où X est de Banach. Il exist 
alors une limite finie 


ra(4) = lim || 4" In 
appelée rayon spectral de À, et 
inf |A" un = r, (4) < UA Il 


n>1 
Théorème 19.3. Soit AE Z(X), où X est de Banach. Pour AI > 
>r, (4) on a à E p(A). 


On dit qu’une fonction opératorielle A(X) est analytique en un 
point À, si elle se développe dans un voisinage de À, en série entière 


À (à) = 2 Az (À — à)" 
=0 


convergeant au sens de la norme de Z(X) dans ce voisinage. 
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Théorème 19.4. R;,(A) est une fonction analytique de A en tout 
point À € p(A4). Si À € (X), on a pour |à | > rs (4) 


R, (4 = — D amA’. 
n=0 


Théorème 19.5. Si A € L (X), où X est de Banach, o(À) est un 
ensemble non vide. 
19.1. Soit un opérateur linéaire À : X —> X admettant son inver- 
se AT Montrer que À et AT ont mêmes vecteurs propres. 
19.2. Un opérateur A € (X) tel que A? = 0 peut-il avoir des 
valeurs propres non nulles ? 
19.3. Soit À € Z(X). Supposons que A? admet un vecteur pro- 
pre. Montrer que À admet un vecteur propre. 
19.4. Dans l’espace vectoriel réel C [—x, xl, chercher les va- 
leurs propres et les vecteurs propres de l'opérateur : 
a) Ax(t) = z(—t) ; 
n 
b) Azt) = | cos (s+ t) x(s) ds. 
-7 
19.5. Dans l’espace vectoriel réel C [0, al, chercher les valeurs 
propre; et les vecteurs propres de l'opérateur Ax(t) = d’x/dt? si: 
Ski (z0) E C [0, xl: z” EC [0, nl x(0) = zial = 0}; 
Y DAY = {x(t) € C [0, xl: r ECD ah d = #60 — 0}: 
c) D(A) = bit EC [0, nl: x" EC [0, xl, stil —a(x), el = 


= x'(n)}. 
19.6. Soit A € (X), où X est de Banach. Montrer que pour 
[A [>r (4) on a || R, (A) I< (à | — I4 lich, 


19.7. Montrer que tout opérateur commute avec sa résolvante. 
19.8. Soient À, u € p(A). Montrer que 


RQ) — R,(4) = A — u) Ri(A) R,A) = A — u) R,(4)R GA). 


19.9. Soient A, PCS, À Eo(À) N o(B). Montrer que 
R, (4)— R, (B) = R, (4) (B— A) R, (B). 


19.10. Soient deux opérateurs A, B définis sur X. Montrer que, 
pour que À et B commutent, il faut que B commute avec R,(4) 
pour tout À € o(4) et il suffit que B et R,(4) commutent pour au 
moins un À € p(4). 

19.11. Soient A, B € (X), à € o(4), | B — À | RO, 
Montrer que À € p(B) et que 


R, (B) = R, (4) © I(4— B) RA 
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19.12. Soient A € Z(X), À Ep(A). Soit de plus un u €C tel 
que |u |< || R, (4) ||. Montrer que À — u € o(4). 

19.13. Soit À € Z(X). L'opérateur R,(4) peut-il être compact? 

19.14. Soit dans C [0, 1] l'opérateur Ax(t) = tx(t). Montrer 
que 6(4) = [0, 1] et qu'il n’y a aucune valeur propre sur o (4). 

19.15. Soit dans C [0, 2x] l'opérateur Azx(t) = ex(t). Montrer 
que o(4) = {A EC: IA] = 1). 

19.16. Soit dans C [0, 1] l'opérateur Az(t) = x(0) + tz(1). 
Chercher 6(4), r;(A), R,(4). 

19.17. Soit M un sous-espace non nul dans l’espace de Hilbert H. 
Chercher le spectre de l’orthoprojecteur P sur M. Définir la résol- 
vante R,(P) en fonction de P. 

19.18. Soit dans C [0, 1] l’opérateur 


Chercher 6(4), R,(4). 

19.19. Soit {e,}, n € N, une base orthonormée dans l’espace de 
Hilbert H. Soit un opérateur À : H —> H tel que Ae = 0, Jeu = 
= CB, k € N. 

a) Montrer que A € (H). 

b) Chercher A. 

c) Montrer que 6 (4) = {A €C: |à |< 1}, l’intérieur du cercle 
étant rempli de valeurs propres de À. 

d) Montrer que 6(A*) = {A €C: |A |< 1} et que A* n’a aucu- 
ne valeur propre. 

19.20. Soit un opérateur A : l —> l, tel que Az = Dauf, Aola, + + .) 
pour x = (zi, Zo, ...) El, où A, EC, nEN, et sup JA, |< œ. 


Chercher o(4). 

19.21. Montrer que tout ensemble bicompact sur le plan comple- 
xe est spectre d'un opérateur À € (l). 

19.22. Soit dans C [0, 1] l'opérateur Azx(t) — dx/dt. Montrer 
que : 

a) o(4) est vide si 


D(A) = {x(t) € C [0, 1]: z’ EC [0, 1], x(0) = 0}; 


b) o(4) contient uniquement des valeurs propres remplissant le 
plan complexe tout entier si 
D(A) = {x(t) EC [0, 11: x EC [0, 1h: 
c) o(4) se compose des valeurs propres 2nin, n = 0, +1, 
+2, ..., si 
D(A) = {x(t) € C [0, 11: x EC [0, 11, x(0) = r(1)}. 
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19.23. Soient A, BE (X). Montrer que les éléments non nuls 
des o(4B) et o(BA) se confondent. 

19.24. Soient À € (X), à € C. Supposons qu'il existe dans X 
une suite {x,}, n EN, telle que [| x, || — 1 et Azn — x, > 0. 
Montrer que À € o(4). 

19.25. Soient À € F(X), À E o(A). Montrer que À" € o(4) 
pour tout n entier naturel. 

b19.26. Soit À € £(X) continûment inversible. Montrer que si 
à Eo(A-1), on a à- € o(A); réciproquement, si u € o(À), on a 
u~ € o(4 ~). 

19.27. Soient H un espace de Hilbert et A € (H). Supposons 
que À soit normal, i.e. tel que AA* = A*A. Montrer que À = 0 
pour r, (À) = Q. 

19.28. Soient H un espace de Hilbert et À € (H). Montrer que 
les opérateurs AA* et A*A admettent mêmes valeurs propres non 
nulles. 

19.29. Soit un opérateur A : L, [a, b]— L» [a, b] tel que 


Ax(s) = | K(s, t) z(t) dt, 


où K(s, t) est continue dans le trianglea <t <s, a <s <b. Mon- 
trer que r, (A) = 0. Le point À = 0 est-il valeur propre de À? 

19.30. Montrer que si A est un opérateur auto-adjoint dans un 
espace de Hilbert, on a r, (4) = || À ||. 

19.31. Soit A € L (X), où X est de Banach. Montrer que sur le 
cercle |à | = r(4) il existe au moins un point appartenant à 
SEN 

19.32. Soient À, B € (X), où X est de Banach. Supposons que 
AB — BA. Montrer que 


ro(4 + B) < r.(4) + r.(B), r (AB) < r,(4) rs(B). 
19.33. Soient H un espace de Hilbert et À € (H). Montrer que 


mme 


o(4*) = od) 


(a barre symbolisant le passage au conjugué complexe). 


S 20. Spectre d’un opérateur compact 
et auto-adijoint 


Théorème 20.1. Soient X un espace de Banach complexe et A € 
€ o(X). Le spectre de A est alors un ensemble au plus dénombrable de 
valeurs propres dont l'unique point d'accumulation peut ê!re le point 
à = 0. Si X est de dimension infinie, on a Q € o(4). Le sous-espace 
propre de À associé à une valeur propre À = 0 est de dimension finie. 


$ 20] SPECTRE D'UN OPÉRATEUR COMPACT ET AUTO-ADJOINT 405 


Théorème 20.2. Soit À un opérateur auto-adjoint compact dans un 
espace de Hilbert complexe H. Alors: 

1) À possède au moins une valeur propre non nulle si A Æ 0: 

2) les valeurs propres de A sont toutes réelles et contenues dans 
Im, M], où 


m= inf (Ax, x), M= sup (Az, x); 
IFEN Ix = 1 


3) M est la plus grande valeur propre de A si M Æ0; m est la 
plus petite valeur propre de A si m Æ 0. 


Théorème 20.3. Si À est un opérateur auto-adjoint compact dans un 
espace de Hilbert complexe H, l'élément Ax se développe pour tout 
x € H en série de Fourier convergente suivant une famille orthonormée de 
vecteurs propres de À. 


Théorème 20.4. Si À est un opérateur auto-adjoint compact dans un 
espace de Hilbert complexe séparable H, il existe dans H une famille 
orthonormée de vecteurs propres de À. 


20.1. Soit un opérateur À: l, — l, tel que Ax = (0, Pn, x2/2, 
Za/3, . . .) pour z = (zi, £o, . .) € lL. Montrer que À est compact 
et chercher son spectre. 

20.2. Soit un opérateur A: L, [—1, 1]—+ L, [—1, 1] tel que 


1 
Ar (s) = | s'tx (t) dt. 
Z4 


Montrer que A est compact et chercher son spectre. 
20.3. Soit un opérateur A: L, [0, 1] —> L, [0, 1] tel que 


1 
Ax (s) = | st (1— st) x (1) dt. 


Montrer que À est compact et chercher son spectre. 

20.4. Soit À €o (X), où X est de Banach, et soit À = 0. Mon- 
trer que R (À — àI) est fermé dans X. 

20.5. Montrer que les vecteurs propres d’un opérateur auto- 
adjoint, associés à ses valeurs propres distinctes sont orthogonaux. 

20.6. Montrer que les vecteurs propres d’un opérateur normal 
dans un espace de Hilbert (voir 18.50), associés à ses valeurs propres 
distinctes, sont orthogonaux. 

20.7. Soit un opérateur À : L, 10, 1] — L, [0, 1] tel que Az (t) = 
= tx (t). Montrer que À est auto-adjoint et chercher son spectre. 

20.8. Montrer que le spectre de tout opérateur auto-adjoint est 


réel et contenu dans [m, M. 
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20.9. Montrer qu’un opérateur auto-adjoint A est positif si et 
seulement si À > 0 pour tout À € o (4). 

20.10. Soit À un opérateur auto-adjoint dans H. Supposons que 
À ne soit pas une valeur propre de A. Montrer que R (A — àT) est 
partout dense dans H. 

20.11. Soit À un opérateur auto-adjoint dans H, est soit 
R (A — AT) = H. Montrer que À € p (À). 

20.12. Soit À un opérateur auto-adjoint dans H, et soit À € o (4) 
un nombre réel. Montrer que la résolvante R, (A) est un opérateur 
auto-adjoint. 

20.13. Soit À un opérateur auto-adjoint dans H, et soit À € 
€p (4), Im à 0. Montrer que || R, (4) [| < Im |à |7. 

20.14. Soit A un opérateur compact dans un espace de Banach 
complexe X. Le sous-espace propre de À associé à sa valeur propre 
À = Q peut-il être de dimension infinie ? 

20.15. Soit À un opérateur auto-adjoint compact dans un espace 
de Hilbert H de dimension infinie. Supposons que les valeurs propres 
de À forment un ensemble fini. Montrer que À = 0 est une valeur 
propre de À. 

20.16. Soient dans un espace de Hilbert H une base orthonormée 
{en}, n E N, une suite de À, E R, À, +0, et un opérateur linéaire 
A: H — H iel que pour tout x € H on a un développement en série 
de Fourier 


AT — à Àn (x, En) En. 
n=1 


Montrer que À est un opérateur auto-adjoint compact. 
20.17. Soit un opérateur A: L, [0, 11 — L, [0, 1] tel que 


1 
Az (t) = | K (t, s) x (s) ds, 
0 


t (1— s) pour [Kts <1, 


K (t, 8) =| s (1— t) pour 0Ss<i<1. 
Montrer que A est un opérateur auto-adjoint compact. Chercher ses 
valeurs propres et vecteurs propres. 

20.18. Soit A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hil- 
bert séparable H. Supposons que le spectre de A se réduit aux deux 
valeurs propres À — 0 et À = 1. Montrer que À est orthoprojecteur. 

20.19. Soit À un opérateur compact dans un espace de Hilbert 
séparable H. 

a) Montrer que A*A est un opérateur auto-adjoint compact. 
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b) Montrer que dans le développement 
A*Az = D Un (x, di hns 


qui résulte du théorème 20.3, tous les u, sont strictement positifs. 
c) Soient À, = V un» En = 5 Ahn. Montrer que {e,} est une fa- 
mille orthonormée et que pour tout x € H on a le développement 


Az = A Àn (£, hn) En 


(les quantités À, sont appelées nombres singuliers de À). 

20.20. Soient À un opérateur auto-adjoint compact dans un espa- 
ce de Hilbert séparable H, une base orthonormée {h,}, k € N, for- 
mée de vecteurs propres de À associés à ses valeurs propres Àz, 
fE H, à EC. Montrer que la solution de l’équation (A — À) x = f: 

a) se présente sous à forme 


GER: An —Ä y (f, hn) hn — f | 


si À est distinct de toutes les valeurs propres À, ; 


b) existe pour À = À; = Aj+ı = ... = Arts si et seulement 
si (f, h;+2) = 0 pour k = 0, 1, ..., n — 1, auquel cas elle se pré- 
sente sous la forme 

N n—i 
+L2 i h (f, bel h, — f | + D, Chhj+rs 
DE 
les termes de ÿ indiciés par j, j + 1, ..., j + n — 1 étant omis 
R 
et Cos Cis + + + Cn-1 étant des constantes arbitraires. 


$ 21. Equations intégrales linéaires 


On appelle équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce 
une équation de la forme 


b 
ei Al K 6s, t) z (t) dt = j (s) (1) 


dans laquelle x (s) est une fonction inconnue, K (s, t) et f (s) des 
fonctions connues et À un paramètre numérique. On appelle la fonc- 
tion K (s, t) noyau de (1) et l’on admet que 

b b 

| | Kls, t) ds dt < œ. 


a a 
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Si K (s, t) = 0 pour t œ s, l'équation (1) devient 
x (s)—À | K (s, t)x(t) dt=f({s); (2) 


on l'appelle équation de Volterra de deuxième espèce. 
Si le noyau de (1) est dégénéré, i.e. se présente sous la forme 


K (s, H à fi ($) gi UI, 


où les fonctions f; (s), g; (t), i = 1, 2, ..., n, sont continues et li- 
néairement indépendantes, on peut mettre (1) sous la forme 


zl) =f HA A Cifi(s, 


les inconnues C;, i = 1,2, ..., n, se déduisant d’un système d'éoua- 
tions algébriques linéaires. 
Introduisons l'opérateur intégral de Fredholm : 
b 
Ax = | K (s, t) x (t) dt; 

si le noyau &Ķ (s, t) et la fonction f (s) sont continus, on a A: 
C ja, b]— C [a, b], et dans le cas général où f (s) € L, [a, b], on a 
A: L, [a, b] —> L, [a, b]. L’équation (1) s'écrit alors 


x — Ar = f (3) 
et son adjointe dans L, To, b] 


A étant compact, les théorèmes de Fredholm 16.6 à 16.8 sont appli- 
cables. 
S'il existe un À = 0 tel que l'équation homogène 
b 
x (s) —À | K (s, t)x(t) dd=0 


admet une solution non nulle x, (s) € L, [a, bl], on dit que À est un 
nombre caractéristique du noyau (de l'équation), x, (s) une fonction 
propre du noyau (de l’équation), et le plus grand nombre n de fonc- 
tions propres linéairement indépendantes correspondant au nombre 
caractéristique À, la multiplicité de À. 

Si le noyau K (s, t) de (1) est symétrique, l'opérateur intégral de 
Fredholm est non seulement compact mais aussi auto-adjoint. Si 
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à est nombre caractéristique de À, alors 1/X est une valeur propre de 
A. Si u = 0 est valeur propre de À, alors À = 1/u est un nombre ca- 
ractéristique. Les théorèmes 20.1 à 20.4 sont donc applicables. 

Sous les mêmes hypothèses que pour (1) et (2), les équations 


b 
| K ís, ù z (t) dt=f (9), (5) 


| K (s, t) z (t) dt=f(s) (6) 


sont appelées équation de Fredholm de première espèce et équation de 
Volterra de première espèce respectivement. 

D’après les théorèmes 16.9 et 16.10, pour une fonction donnée 
f (s) E€ La [a, b] l'équation (5) peut n'avoir aucune solution, et même 
si de telles solutions existent, elles peuvent être très différentes pour 
des seconds membres sensiblement voisins en norme de L, la, bl, 
car l'opérateur A-t! est non borné sur R(A). Ainsi donc, le problème (5) 
est mal posé. Par contre, le problème (1) est bien posé: si l’opé- 
rateur (Z — ÀA)-! existe, il est borné. La méthode de régularisation 
[26] permet de réduire le problème mal posé (5) au problème bien 
posé (1). Pour f € R (À), elle est fondée sur les propositions suivantes. 


Théorème 21.1. Soit A € £ (H) un opérateur compact. Alors pour 
toute f € H et tout paramètre de régularisation œ >> 0 il existe dans H 
une solution x, et une seule qui réalise 


inf {|| Ax — f IP +a ll IP}, 
x€ H 


auquel cas x, est solution de l'équation de deuxième espèce 
ax + A*Ax = At, (7) 
Théorème 21.2. Soient x, solution de (T) et fE R (A). Alors 
I| Axx — f ||? est monotone décroissante et tend vers O quand a — 0. 


21.1. Chercher dans C [a, b] la solution de l’équation intégrale 
b 


x (s) — À Iris t) x (t) dt =f (s) 


a 


si : 
a) a = —n/4, b = x/4, K (s, t) = tgt,f(s) = 1; 
b) a = 0, b = x/2, K (s, t) — sin s cos t, f (s) = sin s; 
c) a = 0, b =n, K (s, t) = sin s cos t, f (s) = sin s; 
d) a = 0, b = 1, K (s, t = s + t — 2st, f(s) =s + $; 
e) a = —1, b = 1, K (s, t) = st — èt, f (s) = $ + st; 
f) a = 0, b = 2n, K (s, t) = |x — t | sins, f (s) =s; 
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g)a—=0, b=n, K(s, t) = sin t + tcoss, f (s) — 1 — 2s/n; 
h) a = 0, b = x, K (s, t) = sin (s — 2t), f (s) = cos 2s. 
21.2. Chercher dans C [a, b] les nombres caractéristiques À; et 
les fonctions propres o: de l'équation 
b 
x (s) —À | K (s, t) z (&) dt=0 


a 


si: 
a) a = 0, b = 2m, K (s, t) = sin (s + t); 
b)a=0, b—n, K (s, t) = cos (s + t); 
c)a=0, b=1, K (s, t) = 2st — 48°; 


d) a = —1, b = 1, K (s, t) = st + et. 
21.3. Chercher dans C [0, x] les nombres caractéristiques et les 
fonctions propres de l'équation 


x (s)— A | K (s, t) x (t) dt=0 
0 


si 
oo 


K (s, t) = >, 2” sin nssin nt. 


n=1 
21.4. Chercher dans C [a, b] la solution de l'équation intégrale 
b 
x (9 —X |K (s, t) z (t) dt = Lis 


pour toute valeur des paramètres o, B, y intervenant dans le second 
membre de cette équation si 


a) a = —1, b = 1, K (s, t) = st, f (s) = as? + Bs + y; 
b)a=0, b=nxn, K (s, t) = cos (s + t), f(s) =a sins + ĝ; 
c) a = —1, b = 1, K (s, t) = s? — 2st, f (s) = as — Dë: 
d) a = —1, b = 1, K (s, t) = 3s + st — 58t, f (s) = as. 


21.5. Montrer que l'équation 
2n 
x Lei — À | sin (s— 2t) x (t) dt =f (s) 
0 
est résoluble pour tout À € C et toute f (s) € L [0, Znl Chercher sa 
solution. 
21.6. Chercher dans C Io, b] les nombres caractéristiques À, et 
les fonctions propres , de l'équation 
b 


z (9 —À | K 6s, i) x (t) dt=0 
si: 
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s pour 0Ls<I<1, 
K (s, dÉ t pour 0OLiI<s<1; 
b) a=0, Des, 
sinscost pour 0Ss<i<r/2, 
K (s, dÉi sin{coss pour Ueleger 
c) a=0, b=n, 
sin scost pour Uess ft, 
K (s, dÉ sin coss pour Uec tege it: 
d) a=0, b=1, 


K t (s+ pour OKs<Li<1, 
(s, dÉ s(t+1) pour 0LI<s<A; 
ei a—0, b—1, K (s, t) —e-ls-tl; 
f) a=0, b—1, 
K [ (s+ 1 (t—2) pour 0OLs<i<1, 
(s, t) = (t+ 1) (s—2) pour Ustsest, 
21.7. Supposons que À ne soit pas un nombre caractéristique du 
noyau symétrique K (s, t). Montrer que la solution de l'équation 
b 
x (s)—À | K (s, t) x (t) dt =f (s) 


dans L, [a, b] se laisse développer en série de Fourier suivant les 
fonctions propres du noyau: 


z=), EP qu (9 +7 (0), 
KEN 


et si le noyau est continu, cette série est uniformément convergente 
sur [a, b]. 

21.8. Soit À = À; = Änn = ... = Àj+h nombre caractéristi- 
que de multiplicité n du noyau symétrique K (s, t). Montrer que la 
solution de l'équation 


b 
x (S) — À | K (s, t) x (t) dt =f (s) 


dans L, [a, b] existe si et seulement si f (s) est orthogonale à toutes 
les fonctions propres p;42 (s), j = 0, 1, ..., n — 1, qui correspon- 
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dent au nombre caractéristique À. Si cette condition est vérifiée, la 
solution de l'équation s'écrit sous la forme 


n-i 


f, Pr) 
x (s) =À 3 Ce Pr Pr (s) + D Coin (9), 
k 


R=0 


où les Ch, k = 1, 2, ..., n—1, sont des constantes arbitraires et 
les termes indiciés par j, j +1, ..., j + n — 1 sont omis dans 
la première somme. 

21.9. Chercher la solution de l'équation 


1 
z (s)—À (K6, t) x (t) dt=f ($) 
0 


dans L, [a, b] si: 


a) f (s) = s, 
s (t—1) pour 0[Xs<[t S1, 
K (s, n=] t(s—1) pour O[XtKs<1; 
b) f (s) = cos ns, 
(s+1)t pour 0OLs<i<1, 
K (s, j=l (t+1)s pour 0OLI<s<1, 


21.10. Considérons l’équation différentielle linéaire 


Pa D -an (i) y= F (O) (9 


à coefficients continus ap (i), k = 1, 2, ..., n, soumise aux condi- 
tions initiales y (0) = Ga H (0) = ci, . .., Mil (0) = Co A 
a) Montrer que pour toute fonction continue œ (x) on a 


| az | d£... | ọ (x) dx = FT j (x — ki (E) d£. 
0 0 0 0 


b) Posant d”y/dt” = x (t) et utilisant le résultat de a), montrer 
que, sous les conditions initiales imposées, l'équation (x) est équi- 
valente à l’équation de Volterra de deuxième espèce 


x (s) et t) x (t) dt =f(s), 
0 
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Ek 


Ke N= X an (s) REH d 


f (8) = F (s) — Cn-141 O lenas d ena) a (S) — ... 
= (enap Tt- + 018 +00) An (5). 


21.11. Utilisant la transformation de Laplace, résoudre l’équa- 
tion 


x (s) — | K'(s—t) x (t) ds =f (s), 


0 


a) K (z) = e”, f (į) =1 +s; 

b) K (z) = sin z, f (s) = 8; 

c) K (z) = 2 cos z, f (s) = e; 

d) K (2) = 1, f (s) = cos s. 

21.12. Considérons l'équation intégrale 


b 


ei | K (6, t) x (t) dt = f (s) 


a 


si 


de noyau K (s, t) continu pour a < s, t < b, f (s) € C [a, b], et la 
subdivision suivante de fa, b]: 

b—a 

2n ° 


Alors les égalités 
b 
x (sx) — | K (sx, t) z (H) dt=f (s), k—1,2,...,2n +1, 
sont exactes. A l’aide de la formule de Simpson, changeons-les en 
égalités approchées 


2n+i 
£ (S) — D AmK (Shs Sm) P (Sm) =f (Sh), k—1,2,...,2n+1, 
m=i 


dans lesquelles A, = Áan+ı = h/3, À, = À, = ... = Án = 4h/3, 
Az = Á; =... = Aan = — 2h/3. On obtient un système d’ équa- 
tions algébriques linéaires par rapport aux inconnues x (Sm), m = 1, 
2, , 2n + 1. Sa résolution numérique donne des valeurs appro- 
chées de la solution de l’équation initiale aux points de subdivision. 


8—-0935 


114 OPÉRATEURS AUTO-ADJOINTS. THÉORIE SPECTRALE [CH. 5 


Elaborer et réaliser sur ordinateur un algorithme de résolution 
numérique de cette équation intégrale pour n = 5, 10, 15. Comparer 
les valeurs approchées obtenues si: 

a) a = 0, b = 1, K (s, t) = s cos st, f (s) = 1 — sins; 

b) a = 0, b = 1, K (s, t) = s (e* — 1), f (s) = e° — s — 2; 

c) a = 0, b = x, f (s) = sins, 


l sin Lei 2 sin (t— +) pour 0OKs<i<r; 
K (s, t) = 


sin DEE sin EE pour Uetsegsst: 

d) a = —1, b = 1, K (s, t) = 1,125s? + 1,1251? — 3,3758 — 
— 1,5st — 1,875, f (s) = sy; 

e)a = —1, b = 1, K (s, t) = —1,125s? — 1,125£ -+ 3,3758? + 
+ 1,5st + 1,875, f (s) = s. 

21.13. Supposons que le noyau et le second membre de (6) véri- 
fient les conditions suivantes: 

1) les fonctions K (s, t), K; (s, t) sont continues pour a [< s< 
<Li< b; 

2) K (s, sis quel que soit s; 

3) f (s) € C La, bl, f (0) = 0. 

Montrer que (6) est équivalente à l'équation de Volterra de deu- 
xième espèce 


D 


t Kils 9 ro 
s+ | -reyt O d= 


et admet donc une solution unique et continue sur fa, bl. 
21.14. L’équation 


[és z (t) di=f(s 
0 


admet-elle une solution dans la classe des fonctions continues si: 
a) f (s) = cos s; 
b) f (s) = sin s; 
c) f (s) = sin? s? 
21.15. Utilisant la transformation de Laplace, chercher dans 
C [a, b] la solution de l'équation 
f K (s— t) z (t) dt=f (3) 
0 
si: 
a) K (z) = cosz, f(s)= sins; 
b) K (z) = cos z, f(s)=ssins; 
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c) K (z) = cosz, f(s) = s + s; 

d Ee, ` Zil e 

e) K (z) = sinz, f(s) = 1 — coss. 

21.16. Soit un opérateur A: L, [0, 1] — L, [0, 1] tel que 


1 
Az (s) = | e-ls-tlx (t) dt. 
0 
Considérons l’équation 


Az =Í. (xx) 


1) Montrer que A* = À et 
1 


A*A (x) = | K (s, t) z (t) dt, 
0 


où 
st —2+8s+ 
RE a er pour ees tel, 
A (s, t) == est e-2+s+t 
— 5 + (s—i+1) es pour 0LISs<1. 


2) Chercher A*f = Af et résoudre l'équation (7) par la méthode 
numérique de 21.12 pour œ = 1, 0,1, 0,01, 0,001 et n = 10 si: 

a) f (s) = 2s + e-$ — Zeit: 

b) f (s) = ë (1 — s) + shs; 

c) f (s) = 2 — e` — ei: 

d) f (s) = + [(2s + 1) e-s — es], 

3) Supposons que f (s) € C? [0, 1] et que (xx) admet une solution 
x (t). Montrer que z (t) vérifie alors l'équation de Fredholm de deuxiè- 
me espèce 

1 
x (s) + | e”ls-tlx (t) dt= — 5r (s). 


0 
4) Utilisant les résultats de 21.6 e) et la proposition de 21.16 3), 
montrer que (+**) est sans solution pour f (s) = as + b, ab Æ Q. 
5) Par la méthode numérique de 21.12, résoudre (7) pour f (s) = 
= s, & = 1, 0,1, 0,01, 0,001 et n = 10. Expliquer les résultats ob- 
tenus. 


§ 22. Opérateurs non bornés 
dans un espace de Hilbert 


Dans un espace de Hilbert complexe H, considérons un opérateur 
linéaire A défini sur un ensemble D (A) dense dans H. Soit A* 
l’adjoint de A. 


Ré 
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On dit que l’opérateur À est symétrique si D (4A*) >D (A) et si 
sur D (A) on a A*x = Ar, On dit que l’opérateur À est auto-adjoint 
si D (AY) = D (A) et si sur D (A) on a A*x = Ar Ainsi donc, 
l'égalité (Ax, y) = (x, Ay) est vraie tant pour un opérateur symétri- 
que que pour un opérateur auto-adjoint, quels que soient x, y € 
€ D (A). 

On dit que l'opérateur symétrique À est positif si (Ax, x) > 0 
pour tout x ED (4). 

Soit un opérateur U: L, [a, b] — L, [a, b] tel que 


Uz (t) = E |p (1) = | +q (t) x (6) 


défini sur un ensemble D (U) de fonctions x (t) deux fois continü- 
ment dérivables sur [a, b] et vérifiant les conditions aux limites 


Qı x (a) — Get (a) = 0, œi + & Æ 0, 
Biz (b) + Bez’ (b) = 0, Bi + B3 #0. 


On dit que U est un opérateur de Sturm-Liouville. On suppose que 
p (t) E C* [a, b] et ne s’annule pas sur [a, b] et que q (t) E C [a, bl. 


Théorème 22.1. L'opérateur U est symétrique dans L, [a, bl. 
On appelle fonction de Green pour U une fonction 


— -u (s) v (t) pour a<S<1<b, 
0 
G (s, t) = 


mu (i) v (s) pour a<t<s<b, 

0 

où u (t), v (t) sont deux solutions non nulles de l'équation Ux = 0 
vérifiant la première et la deuxième condition aux limites respecti- 
vement, W, = p (t) W (t) = p (a) W (a), 


u (t) v(t) 
u (t) v'(t)| 
Théorème 22.2. Soient p (t) > 0, q(t) Ss «>Q, Ga > 0, 


Bi > 0, Ba > 0 partout sur [a, b]. Si l’une quelconque au moins des 
conditions suivantes : 


W (t) = 


est vérifiée, l équation Ux = f admet pour toute f € C [a, b] une solu- 
tion x (s) € D (U) et une seule telle que 
b 
x (s) = | G s, t) f (t) dt. 


a 
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22,1. Soit dans L, [0, 1] l'opérateur Ax (t) = —d?x/df? défini 
sur l’ensemble D (A) de fonctions x (t) € C? [0, 1] vérifiant les con- 
ditions aux limites x (0) = x (1) = 0. Montrer que À est un opé- 
rateur symétrique. 

22.2. Montrer que l'opérateur A de 22.1 est positif. 


22.3. Soit dans L, [a, b] l’opérateur Ax (t) = i= défini sur l’en- 


semble D (A) de fonctions x (t) absolument continues, telles que 
x (t) € L, [a, b], et vérifiant les conditions aux limites x (a) = 
= x (b) = 0. Montrer que l'opérateur À est symétrique mais non 
auto-adjoint. 

22.4. Soit dans L, (—œ, œ) l'opérateur Ax (t) = tx (t) défini 
sur l’ensemble de fonctions x (t) telles que tz (t) € La (—o, oo). 
Montrer que l'opérateur À est auto-adjoint. 

22.5. Soit un opérateur À défini sur un ensemble dense dans À. 
Montrer que (R Lu = N (A*). La relation (N (4)) = R (4*) 
est-elle vraie? 

22.6. Montrer que tout opérateur symétrique À tel que R (À) = 
— H est auto-adjoint. 

22.7. Soient A, B deux opérateurs symétriques, définis tous deux 
sur D, et soient o, BE R. Montrer que aA + BB est un opérateur 
symétrique. 

22.8. Soit À un opérateur symétrique dont l’ensemble des valeurs 
R (A) est dense dans H. Montrer que l'opérateur A-t existe et est 
symétrique lui aussi. 

22.9. Soit À € £ (H) un opérateur borné auto-adjoint. Suppo- 
sons que l'opérateur A3. borné ou non, existe. Montrer que A" 
est auto-adJoint. 

22.10. Montrer que les valeurs propres d’un opérateur symétrique 
sont réelles, et que deux vecteurs propres associés à des valeurs pro- 
pres différentes sont orthogonaux. 

22.11. Soit À un opérateur symétrique. Montrer que les propo- 
sitions suivantes sont équivalentes: 

a) À est auto-adjoint ; 

b) À est fermé et N AS + il) — 0; 

c) R (A + il) = H. 

22.12. Considérons l’équation 


Po (t) z” + Pı (t) x + pa (t) x = ọ (t) 
dans laquelle p, (t) € C! [a, b] et ne s’annule pas sur [a, b], et les 


fonctions p, (t), Pa (t), ọ (£) sont continues sur [a, b]. Montrer qu'en 
multipliant ses deux membres par 


h (1) = —exp {| PORU at) , 


l'équation se réduit à Ux = Í. 
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22.13. Les hypothèses et notations étant celles du théorème 22.2, 
montrer que le sous-espace propre de l’opérateur de Sturm-Liouville 
correspondant à une valeur propre donnée est de dimension un. 

22.14. Chercher la fonction de Green pour l'opérateur U si les 
conditions aux limites suivantes sont vérifiées : 

a) Ux = —x", x (0) = x (1) — 0; 

b) Ux = —x", x (0) = x (0), z (1) + x (1) — 0; 

c) Ux = zf — x, x (0)—x (+) = 0; 

d) Ux = —x" + x, x (0) = x (1) = 0; 

e) Ux = —x" + x, x (0) = x" (0), x (1) + yr’ (1) = 0, yER. 

22.15. Réduire à une équation intégrale dans Z, [0, 1] la réso- 
lution de l’équation différentielle donnée sous les conditions aux li- 
mites données: 

a) —(1 + &) x” — 2txr' + àz = 0, x (0) — x’ (1) — 0; 

b) —x' + àx = f (t), x (0) = 2x' (0), x (1) = 0; 

c) —x" + Àx = f (t), x (0) + z’ (0) = 0, x (1) = 0. 

22.16. Les hypothèses et notations étant celles du théorème 22.2, 
montrer que: 

a) l'opérateur de Sturm-Liouville est positif; 

b) l’ensemble des valeurs propres de l'opérateur de Sturm- 
Liouville est non vide, au plus dénombrable et sans points d'accu- 
mulation finis; 

c) la famille des fonctions propres de l'opérateur de Sturm- 
Liouville est dense dans L, [a, bl. 

22.17. Les hypothèses étant celles du théorème 22.2, montrer que : 

a) la forme quadratique (Ux, x) présente son minimum sur D = 
= D (U) f o, (0): | 

b) min (Ur, zl = (Uz z) = À, où à est la plus petite valeur 

ED 


propre de U et x, la fonction propre normée correspondant à À. 
22.18. Utilisant 22.17, montrer que la plus petite valeur de la 
fonctionnelle 


1 
o (x) = | [x (t)? dt, 
0 


prise sur l’ensemble des fonctions x (t) deux fois continûment déri- 
vables sur [0, 1] et vérifiant les conditions aux limites 


d 
DEET ER 
i 


est égale à n°. Chercher la fonction ze (t) sur laquelle la fonctionnelle 
prend cette valeur. 


CHAPITRE 6 


OPÉRATEURS NON LINÉAIRES 
ET ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 
DANS LES ESPACES DE BANACH 


$ 23. Différentiation des opérateurs non linéaires 


Soient X, Y deux espaces de Banach et F: X — Y un opérateur 
non linéaire défini sur D (F) œ X. On dit que F est: 

continu au point x € D (F) si pour x, ED (E), Il £n — to | — 
—> 0 (n—+ œ) on a || F (£n) — F (zo)l| > 0 (n + oo): 

continu sur l’ensemble M € D (F) si F est continu en tout point 
to € D (F); 

compact si F est continu sur D (F) et envoie chaque ensemble borné 
de D (F) dans un ensemble compact de Y ; 

borné sur l’ensemble M € D (F) si sup || F (x) || < oo. 

xEM 


Soit un opérateur non linéaire F (X) défini dans un voisinage A 
du point x, d’un espace de Banach X, à valeurs dans un espace de 
Banach Y. On dit que F est différentiable en x, au sens de Fréchet 


s’il existe un opérateur linéaire À € $ (X, Y) tel que pour tout 
LES 


F (x) — F (x) = A (£ — x) + © (x — 19), 


où || © (x — z) I| = o (|| z — x, ||) pour x — x,. L'opérateur À est 
appelé dérivée de Fréchet de F en x, et noté F’ al, L'expression 
F'(x,)h = dF (x,; h) est la différentielle de Fréchet de F en x, pour 
l'accroissement A. 
Soit F, (£i, . . ., Zn) un opérateur fonction de k variables zı, . .. 
.., Zk E X, à valeurs dans Y. On dit que l'opérateur Fp (o... 
., Ta) est k-linéaire s’il est linéaire en chacun de ses arguments x;, 
les autres arguments étant fixés. On dit que l’opérateur k-linéaire 


Fr (£1, -. ., £p) est borné s’il existe une constante m € R, m >Q, 
telle que 


| Fr (21, WE Lp) [<m || z l e e || £r il. 


La plus petite de ces constantes m est appelée norme de F, et notée 
i| Fa H On dit que l'opérateur k-linéaire Fp (nu... £p) est sy- 
métrique si ses valeurs sont invariantes par toute permutation de ses 
arguments. Soit F, (21, . . ., ZR) un opérateur k-linéaire symétrique. 
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L'opérateur F, (x, . .., x) est a pelé opérateur puissance (ou simple- 
k p 


ment puissance) k-ième et noté F,x*. 
Dans le texte qui suit, un opérateur k-linéaire sera noté F;x;, ... 


. e be 

Supposons que l'opérateur F (x) soit différentiable dans le voisi- 
nage A et que sa différentielle dF (x; h) soit différentiable, elle aussi, 
au point zo: 

H (to + 8h — F (z,) h = (Bg)h + p (g) h 

où le (g) lU ole li pour g—>0. L'opérateur B = F" (x) € 
E L (X, £ (X, HU est appelé dérivée seconde de F (x) en x,. De la 
définition de F” (x,) il ressort que F” (x,) kg est un opérateur symé- 
trique bilinéaire borné. Ensuite 


| PF Gw k) = d [dF (x; h); £o, gll 
d’où il découle que d'H (xz; h) = F” (x,) k? est un opérateur quadra- 
tique, ou opérateur puissance seconde, qu'on déduit de l'opérateur 
bilinéaire en mettant g = D. 
Soit dh (x; h) = F™ (x) h” déjà défini. Supposons qu’il soit 
différentiable en x,: il vient 
d'HF (x, h) = d {AF (x; h); x, 8)}| on 


d'où dF (x,; h) = FOD (x) htt. L'opérateur Fi (xs) h1, . .. 
., ha est un opérateur symétrique n-linéaire, et d”F (x,; h) un 


opérateur puissance n-ième. 
Soient t Fpa des opérateurs puissance k-ième de X dans Y, k = 


= 1, 2, ., et soit F, € Y. Faisons une série entière formelle 
X) Fark (Fax? = Bel, 
k= 
Supposons que la série numérique 
2 Fall lell, 


qui majore la série entière précédente, ait un rayon de convergence 
p, > 0. Alors la série entière initiale est absolument et uniformé- 
ment convergente dans toute boule S, (0) où p € IO, p„[. Supposons 
que p, > 0. Soit F (x) la somme de la série entière initiale, de telle 


sorte que 
n 


2 Fa + F (x) 


= 


pour n —> œ. On dit alors que l'opérateur F (x) est analytique en 
x = Q. 
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Soit F (x) un opérateur indéfiniment différentiable. La série 
entière 


en FE (0) a 
> H f 
k=—0 


est appelée alors série de Taylor de F (x) en x = 0. Puisque tout opé- 
rateur F (x) se développe en série entière d'une façon et d’une seule, 
toute série entière d'un opérateur analytique est sa série de Taylor. 


23.1. Soit un opérateur À : l, —> l, tel que Ax = (z1, x, £3, . . .), 
OÙ £ = (Ty, Lo, : .) E lo. Montrer que Á est défini pour tout z € la, 
continu en tout point de l, mais non borné sur toute boule S, (0) 
de rayon r >í. 

23.2. Soient X un espace de Banach de dimension infinie, e € R, 
0< e< 1, {rn} Z X, n EN, une suite telle que || zn | =14,n EN, 
et || £} — x, || > € pour kn (l'existence de {x,} découle du 
théorème 15.4). Considérons une fonctionnelle f telle que: 

1) (zr, 1) = k, kEN: 

2) (x, f) =k— ls z, || dans la boule Bun (x), kEN; 


3) (x, f) = 0 en dehors des boules S,,, (£h). Montrer que f est 
continue sur X mais non bornée sur la boule || x || < 1 + e/2. 

23.3. Soient X, Y deux espaces de Banach de dimension finie. 
Montrer que tout opérateur continu F : X — Y est compact. 

23.4. Soient X, Y, Z trois espaces de Banach, F: X — Y un 
opérateur continu borné sur D (F) et A: Y — Z un opérateur liné- 
aire compact. Montrer que l'opérateur AF est compact. 

23.5. Montrer que tout opérateur compact F: X — Y est borné 
sur tout ensemble borné M cD (F). 

23.6, Soit une fonction K (t, s, x) continue pour toutes ses 
variables dans le domaine (st s<1, |x | Lr. Considérons 
l'opérateur 


H 
F (z)= | K (t, s, ei ds 
i 


défini sur la boule S, (0) de l’espace C [0, 1]. Montrer que F est 
à valeurs dans un ensemble R (F) de C [0, 4] et que F est compact 
sur la boule S, (0). 

23.7. Soit une fonction f (t, x) définie pour Oe t< 1, —œ < 
< z< œ et continue pour toutes ses variables. Considérons l’opé- 
1ateur 


F (x) = f (t, x (t)) 
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défini sur C [0, 1]. Montrer que F est à valeurs dans un ensemble 
R (F) de C [0, 1], que F est continu et borné sur toute boule. L’opé- 
rateur F est-il compact? 

23.8. Soit F: X — Y un opérateur différentiable en x, € X. 
Montrer que F est continu en Za, 

23.9. Soit F: X — Y un opérateur constant sur un ensemble 
ouvert D œ X. Montrer que F’ (x) — 0 sur D. 

23.10. Soit F (x) = Az, où A € £ (X, Y). Montrer que F’ (x) = 


23.11. Soient F: X — Y et G: X — Y deux opérateurs diffé- 
rentiables en ze, Montrer que l'opérateur aF + BG, où «æ et P sont 
deux scalaires, ‘est différentiable, lui aussi, en x, et que (&F + 
+ BGY (xs) = aF’ (zo) + DÉI (zo). 

23.12. Soit F: X — Y, F (x) = y, un opérateur différentiable 
en Za et soit G: Z —> X, G (z) = x, un opérateur différentiable en z,, 
de telle sorte que G (z,) = x,. Montrer que, dans un voisinage de Zo 
est définie la composée d'opérateurs 


y = (F*G) (2) = F (G Gi 
que l'opérateur Eat est différentiable en z, et que 
(FxG)" (20) = H (£o) G (zo). 


23.13. Chercher les dérivées de Fréchet des fonctionnelles F (x) = 
= (x, x) et G (x) = || x || dans un espace de Hilbert réel. 

23.14. Soit une fonction y = f (x), f: R— R, définie au voi- 
sinage de x,. Montrer que sa dérivée ordinaire f’ (x) se confond avec 
sa dérivée de Fréchet en Za 

23.15. Soit une application F: E? — E? définie en coordonnées 
Cartésiennes rectangulaires par 


u = u (x, y), v =v (x, y). 


Supposons que F soit définie dans un voisinage du point (ts, Yo). 
Montrer que si F est différentiable en (x,, yo), sa dérivée de Fréchet 
est définie par la matrice jacobienne 


ðu (Lo, Yo) Ou (To, Yo) 


| 8 dr dü 
Re ov tao yo) vtro w) 
dr du 


23.16. Soit une application F: C — C, où C est le plan complexe, 
telle que w = F (z), où z = x + iy, w = u + iv. Montrer que, si 
F est différentiable au sens de Fréchet en zu, on a en Zo = Zo + iyo 
des conditions de Cauchy-Riemann 


Ou (To, yo) — ðv (Lo, Yo) dp (To, Yo) —_— ðu La, Yo) 
dr du ? Or du ° 


$ 23] DIFFÉRENTIATION DES OPÉRATEURS NON LINÉAIRES 123 


23.17. Soit une application F: E? —> E” définie en coordonnées 
cartésiennes rectangulaires par 


Yi = fi (£i; Los o o o Tr), i = 1, KËNNEN n. 
Supposons que F soit différentiable au sens de Fréchet en zl = 


= (x°, ..., x$). Montrer que F’ (x°) est définie par la matrice jaco- 


P (eo) = | 246 


0x; 


, foi, ...,n, j=1,2, ..., k. 


23.18. Chercher la dérivée de Fréchet des applications suivantes: 

a) F: ER, y= zı, + x + x; en (1, 1, 1); 

b) F: R— E’, y, = sin nt, y, = cos nt, ya = en t — 1; 

c) F: EP — E’, y, = ert sin Nz, Ya = EL COS NL, Ya = e*1 en 
(1, 1); 

d) F: E3 —> ES, y= MÄ Hrt Ma, = Litar, en (1, 1, 1). 

23.19. Soit une application F: E* — E” différentiable en ze 
et soit x, = G (t,), où G: E™ — Eh est différentiable en ft, Chercher 
(F * G) (to). 

23.20. Soient deux fonctions f (x, u), fa (x, u) continues pour 
toutes leurs variables, où x € la, b], —œ < u < œ. Considérons 
un opérateur F: C [a, b]— C la, bl, F (u) = f (x, u (x)). Montrer 
que la dérivée de F en u, (x) € C la, b] et sa différentielle en ce point 
pour l'accroissement h (x) € C la, b] sont 


F’ (uo) = fu (£, Uo El 
et 
dF (uo; h) = fu (x, uo (x)) h (x) 


respectivement. 

23.21. Chercher les dérivées en u, des opérateurs suivants : 

a) F (u) = sin u (x) dans C [0, n], u, (x) = cos z; 

b) F (u) = cos u (x) dans C [0, x], u, (x) = sin z; 

c) F (u) = u (x) — exu@) dans C [0, 1], u, (x) = 0; 

d) F (u) = zu (x) + sh u (x) dans C [0, 1], u, (x) = 0. 

Quand F’ (u,) est-il continûment inversible ? 

23.22. Supposons que la fonction f (x, s, u) soit continue pour 
toutes ses variables, ainsi que sa dérivée partielle f, (x, s, u), 
quand a K< z < b, —œ < u < œ. Montrer que l'opérateur inté- 
gral F: C la, b]— C la, b] 


b 


F (u)=u (2) — | f(x, s, u (s)) ds 


a 
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est différentiable en tout point u, (x) €C la, b] et que 
b 
F' (uo) h= h (2) — | fa (£, s, uo (8)) À (s) ds. 


23.23. Chercher la dérivée de Fréchet par rapport à u en u, = Q 
de l'opérateur intégral F: C [0, ni — C [0, x] avec un paramètre À: 
Di 
F (u) =u (x)— À | cos (x +u (s)) ds. 
0 
Chercher toutes les solutions de l'équation AT (0) À = cos x. 
23.24. Soit un opérateur F: X — Y continment différentiable 
en tout point de Lex zal € X. Démontrer la formule des accroisse- 


ments finis: 
i 


F (x3) —F (x)= | F’ (r,+ 0 (22> adi Lead do. 
0 


23.25. Montrer que tout opérateur F: X —> Y continûment 
différentiable sur [x,, x,] Œ X vérifie la condition de Lipschitz 


IF (as) — F (z) I| < L I| — z Il, 
où l= sup || F" (x) ||. 


XE[x1, x2] 
23.26. Supposons que l'opérateur F: X — Y soit continüment 


différentiable sur [x,, zo] € X et que F’ (x) = 0 sur lo, zl Mon- 
trer que F (x) est constant sur Ir, xl. 

23.27. Supposons que l'opérateur F: X — Y soit continûment 
différentiable sur un ensemble convexe Q € X et que A (x) — 0 
sur Q. Montrer que F (x) est constant sur Q. 

23.28. Supposons que l’opérateur F: X — Y soit différentiable 
sur un ensemble convexe Q Œ X et que pour tous zu, x, € Q 


| E (x1) — E (£a) KT as — za Il, 
i.e. que F’ vérifie sur Q la condition de Lipschitz avec la constante {. 
Montrer qu’on a pour tous x,, x, EQ 


[| E (z1) — F (za) H (x) (zı alles E mu — Zelt, 


23.29. Supposons que l'opérateur F: X — Y soit différentiable 
sur un ensemble convexe Q € X et que sa dérivée H (x) soit con- 
tinue en ze Montrer que pour tout e > 0 il existe un ô = Ô (€, za) > 
> 0 tel que 

| E (x) — F (y) — F (2o) (£ - YU ellz — yll 


pour tous x, y € Q N S(x). 
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23.30. Soit {fa (x)}, n €N, une suite de fonctions dérivables 
sur Joo, œl. Supposons que les fonctions f, (x) et leurs dérivées 
premières soient uniformément bornées et équicontinues sur chaque 
intervalle fermé la, b]. Soit un opérateur F défini sur l’espace m 
des suites bornées : 


F (£1, To; "rr? Th . .) = (fi (xı), fo (£2), VM Ié (Zn), . A 


Montrer que F est à valeurs dans m et que F est différentiable au 
sens de Fréchet. Chercher H". 
23.31. Chercher la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle 
b 
@ (x) = | Dé, x(t), x’ (t)) dt 
a 
définie sur l’espace de Banach C! [a, b] de fonctions z (t) continû- 
ment dérivables sur [a, b] et s’annulant aux extrémités de [a, bl. 
La fonction ® (x, y, z) est supposée deux fois continûment déri- 
vable. 
23.32. Soit F,x* un opérateur puissance k-ième borné. Démon 
trer la formule du binôme de Newton 


Fp (z +h)’ =) CiF,x* hi, 


23.33. Montrer, à l’aide de la formule du binôme de Newton 
de 23.32, que tout opérateur puissance k-ième borné F,x* est diffé- 
rentiable au sens de Fréchet en tout point x et que 


(Fur) =kFpat-t,  d(Fyrt; h)=kFyrh-th. 


23.34. Montrer que tout opérateur puissance k-ième borné est 
continu en tout point z = (zi, Zə, . . ., Zp). 
23.35. Dans l’espace c™ des colonnes de dimension m, 


z= {17 }j=1, La = {£}? äi Y = (Nal in 


considérons un opérateur y = F (xı, £») tel que 


-Y aP a PP, k—1, 2, Di, aP ER. 
1, iss l 
Montrer que F (x,, x) est un opérateur bilinéaire borné. Majorer 
sa norme. Comment se présente l'opérateur quadratique correspon- 
dant? Quand l'opérateur F (zı, xz) est-il symétrique ? 
23.36. Considérons dans C [0, 1] l opérateur intégral quadratique 
1 
(F,x?) (t) = x (t) | K (t, s) x (s) ds, 
0 
où la fonction K (t, s) est continue dans le carré 0 < tee: 14. 
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a) Chercher l'opérateur bilinéaire symétrique correspondant. 
b) Calculer les dérivées successives de F,x°. 


23.37. Soit CG [0, I] l’espace de Banach de fonctions x (t) deux 
fois continûment dérivables sur [0, UI et vérifiant les conditions 
aux limites x (0) = x (l) = 0. Soit un opérateur F: C? [0, 1] —> 
—> C [0, l] tel que F (x) = x” + f (t, x), où la fonction f (t, x) 
est continue, ainsi que sa dérivée partielle f, (#, x), pour toutes ses 
variables dans le rectangle Ott [x [<r. Soit x (€ 


€ C2[0, 1], Il zoll <r. Montrer que 
F’ (z) z = äi + f, (t, x, ($) z. 
23.38. Soit l'opérateur différentiel non linéaire 
d? . 
F (x) = Ss + sin z (t) 

agissant de C? [0, 1] dans C [0, 11. 

a) Calculer dE (x,; h), kEN, où z (Il = t. 

b) Développer F (x) en série de Taylor au point x, (t) = t. 


23.39. Soit >, F,x* une série entière de X dans Y. Montrer 
R=0 


que son ensemble de convergence est un domaine C-étoilé par rap- 
port au point 0, i.e. que àz € Q, où |À | 1, pour tout x € Q. 

23.40. Montrer que le rayon de convergence p, d’une série entière 
vérifie la formule de Cauchy-Hadamard : 


1 
lim.sup Y Dës) 
n > 00 
23.41. Soit o, œ> 0. Montrer qu'une série entière est absolu- 
ment et uniformément convergente dans la boule Sp (0) pour tout 


o € [0, pul. 
23.42. Soient X = bi, Y =R. Etant donné la série entière 


Du = 


DO 
>) LR, chercher son ensemble de convergence Q et son rayon 
Dead 


de convergence pu. 
23.43. Soit p, > 0. Montrer que F (x) se développe en série 
entière d'une façon et d'une seule. 
23.44. Soit le noyau K (t, s) continu dans le carré a < t, s < b 
et soit dans C [a, b] l'opérateur intégral non linéaire 
b 
F (x) =z (t) + | K (t, deii ds. 


a 


Montrer que F (x) se développe en série de Taylor avec o, = Lo 
et écrire ce développement. 
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23.45. Considérons dans C [0, T] l’opérateur 


(£) 
F (x) = E GI: 
Montrer que F (x) est défini sur la boule || x|| < T-+, qu’il est ana- 
lytique au point x, = 0 et que p, = Zi, 
23.46. Considérons dans C, (voir 7.31) l'opérateur de 23.45. 
Montrer qu'il est défini dans la boule Uz, < ex, qu’il est analy- 
tique au point x, = 0 et que p, = ea. 


$ 24. Principe de l’application contractante, 
méthode itérative de Newton, 
principe du point fixe de Schauder 


Un opérateur non linéaire ® (x) qui applique un ensemble Q 
de l’espace de Banach X dans lui-même, est appelé opérateur con- 
tractant ou contraction de rapport q s’il existe un q € 10, 1[ tel que 
pour tous x, y EQ 


D (x) — UE gl x — yll. 


On dit que le point x* est un point fixe de l’opérateur ® (x), D: X —- 
—> X, si D (roi = x*. 


Théorème 24.1. Soit Ð (x) un opérateur contractant sur len- 
semble fermé Q. Il admet alors dans Q un point fixe x* et un seul. La 
suite d’itérations 


= D (Tn-1); n = 1, 2, e o o) 


pour tout x, E€ Q, est contenue dans Q et x, —> x* pour n—> œ. La 
vitesse de la convergence vérifie la majoration 


ltn — A7 e 


Corollaire. Supposons que l'opérateur ® (x), qui applique la boule 
fermée S, (a) dans X, soit une contraction de rapport q sur cette boule 
et que || ® (a) — a |I| < (1 — g)r. Alors D applique S, (a` dans 
elle-même, et l'assertion du théorème 24.1 est vérifiée sur Q = S, (a). 


Théorème 24.2. Supposons que dans la boule S, (x,) les condi- 
tions suivantes soient vérifiées : 

1) l'opérateur F: X — Y est différentiable et sa dérivée vérifie 
la condition de Lipschitz, i.e. que pour tous Zu, x, € S,(x,) on a 
IEF (21) — F’ (£a) I< L Ilzi — zs Il; 

2) lopérateur F’ (x) soit continûment inversible et pour tout x € 
E S, (zo) on a || [F (oli lem 
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3) le pcint x, est tel que | F (x) || <n. (Dans ces formules l, 
m, n sont des constantes.) Alors, si 


d ' k - 
q=- min, r = mn A qi <r, 
k=) 


l'équation F (x) = 0 a la solution x* € $, (x,) vers laquelle converge 
la suite d’itérations de Newton 
En = Tn -1 — LE (£n-1)l F (G-A NEN, 
dont le premier terme est Za La vitesse de la convergence de x, vers x* 
vérifie la majoration 
a 


la, — zl < mn < 
ET 
Théorème 24.3. Supposons vérifiées les conditions 1), 2), 3) du 
théorème 24.2. Si 2m°ln < 1 et 


— — 2 
rí yi Zait 2, 


r ml 


léquation F (x) = O admet dans la boule S, (x,) une solution x* 
et une seule vers laquelle converge la suite d’itérations de Newton modi- 
fiée de premier terme x,: 


En = Xn1 — LE" (£) l- F (tn), NEN. 
La vitesse de la convergence vérifie la majoration 


(1—Vy 1—2m?ln)” m 
yV 1— 2min 


Théorème 24.4. Supposons que l'opérateur ® (x) applique un 
ensemble borné fermé convexe D de l'espace de Banach X dans lui-même. 
Si D est compact sur D, il admet un point fixe sur D. 

Corollaire. Si l’opérateur continu applique un ensemble fermé con- 
vexe D de l’espace de Banach X dans un ensemble compact D, € D, 
il admet un point fixe sur D. 


24.1. Montrer que l'opérateur D: R — R, © (t) = À, est con- 
tractant sur la boule S, (0) = {tER: |t|<r} où r <1/V3, 
mais ne l’est pas au voisinage des points fixes à t = 1 et t = — 

24.2. Soit une fonction x = f (t) définie et dérivable sur la, bl. 
Supposons qu’elle applique cet intervalle fermé dans lui-même 
et que 


lEn — LÀ e 


max| f (| <1. 
[a,b] 


$ 24] PRINCIPE DE L’APPLICATION CONTRACTANTE 129 


Montrer que l'équation f (t) = t admet une solution et une seule 
sur la, b]. 

24.3. Soit une fonction x = f (t) définie et dérivable sur l'axe 
réel tout entier. Supposons que pour tout 4€ R: 

a) IF ŒILA<T; 

b) If DHI>A1> 1. 

Montrer que l'équation f (t) = t a une solution et une seule. 

24.4. Considérons l'équation 2tet = 1, 1 ER. 

a) Montrer que cette équation a une solution et une seule et que 
cette solution est située sur JO, 1. 

b) Transformer l'équation en l’adaptant à la méthode itérative 
et calculer le nombre d'’itérations successives à partir de tọ = 0 
au bout desquelles la différence entre la solution approchée et la 
solution exacte devient au plus égale à 0,01. 

c) Etablir et réaliser sur ordinateur un programme d’approxi- 
mation de la solution exacte en sortant sur imprimante le résultat 
de chaque itération successive. 

d) Résoudre l’équation par un programme standard et comparer 
les résultats. 

24.5. Montrer que toute application continue d’un segment dans 
lui-même a un point fixe. 

24.6. Soit l'équation F (t) = 0, où y = F (t) est une fonction 
continûment dérivable sur [a, b]. Considérons une équation équi- 
valente £ — AR (t) = t, où À E€ R. Le paramètre À peut-il toujours 
être choisi tel que l’opérateur t—> t — àF (t) soit contractant sur 
la, b]? 

24.7. Considérons l'équation + t+ 1 =0, t ER. 

a) Montrer que cette équation a une racine réelle et une seule. 
Chercher l'intervalle fermé qui contient cette racine. 

b) Transformer l'équation en l’adaptant à la méthode itérative. 

c) Calculer le nombre d'’itérations successives au bout desquelles 
la racine est connue à 0,01 près. 

d) Etablir et réaliser sur ordinateur un programme d’approxi- 
mation de la solution en sortant sur imprimante le résultat de chaque 
itération successive. 

e) Résoudre l’équation par un programme standard et comparer 
les résultats. 

24.8. Une planète évoluant autour du Soleil suivant une orbite 
elliptique occupe à chaque instant {, compté à partir de l'instant 
de passage au périhélie, une position définie par l'équation de Kepler 

E — e sin E = 2n -> 
dans laquelle E est l’anomalie excentrique définissant la position 
de la planète, e l’excentricité de l'orbite, 0 < e < 1, et T la période 
de révolution. 


9—0935 
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a) Montrer que l'équation de Kepler admet pour chaque ft une 
solution et une seule, qui définit la fonction Æ (t) EC [0, T]. 

b) Mettant e = 0,5 et 4 € [0, T], calculer le nombre d'itérations 
successives au bout desquelles Æ (t) devient connue à 0,01 près si 
l’approximation initiale est Eu = 0. 

c) Etablir un programme d’approximation de la solution et le 
réaliser sur ordinateur en sortant sur imprimante le résultat de cha- 
que itération successive. Tracer la courbe de Æ (t) sur [0, T] pour 
e — 0,5 en échelonnant les valeurs de t de 7/12 en 7/12. 

d) Etablir un programme pour ordinateur définissant la varia- 
tion de E (T/4) en fonction de e, sans oublier que toute variation 
de e fait varier le nombre d'’itérations au bout desquelles la quantité 
cherchée devient connue à 0,01 près. A l’aide de ce programme, tra- 
cer la courbe de E (T/4) pour e € [0,25, 0,75] de 0,05 en 0,05. 

24.9. Considérons l'équation x (t) = t + ex (tt), où 0 < e 1, 
k > 1. 

a) Montrer que cette équation a une solution et une seule x (t) € 
E€ CIO, 11. 

b) Posant x, = 0, e = 0,5, calculer le nombre d'’itérations au 
bout desquelles la valeur de x (t) sur [0, 1] devient connue à 0,01 
près. 

c) Etablir un programme de résolution sur ordinateur et, à l’aide 
de ce programme, tracer la courbe de variation de x (t) sur [0, 1] 
en fonction de £ échelonné de 0,1 en 0,1 si e = 0,5 et k varie de 2 
à 7 de 1 en 1. 

24.10. Montrer que pour 0 < a < 1 les itérations successives 


1 
n+ =n — -5 (Zn — 4), zo = 0, nEN, 
convergent vers Va. 
24.11. Montrer que la suite de fractions continues 
2; 2+—; 2 + L ; 24 —"—, 
2+5 2+ 


a une limite. Chercher cette limite. 
24.12. Montrer qu'une application linéaire A: E” — E” de 
matrice || a;; ||, à, j = 1, 2, ..., n, est une contraction dans E” si 
n 
D layl? <1. 
i, j=l 
24.13. Montrer qu’une application linéaire A: c” —> c" de ma- 
trice || ai; ll, i, j — 1, 2,..., n, est une contraction dans c” si 
n 


max 2 lal <1. 


Leien j= 
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24.14. Montrer qu'une application A: DD de matrice 
a; Il, à, j = 1, 2, ..., n, est une contraction dans l” si 


n 
max > layl <i. 
Leien i=1 

24.15. Transformer les systèmes suivants d'équations algébri- 

ques linéaires en les adaptant à la méthode itérative : 
2z + y = 2, 
a | z — 3y = 1; 
3x + y = 4, 

b) | z + 2y = 3. 

Définir la vitesse avec laquelle les itérations successives tendent 
vers la solution exacte. 

24.16. Soit dans En un système d'équations algébriques liné- 
aires Cz = b, où x, b EE”, Czech i j—1,2,...,n. 
Considérons un système équivalent x = (AC + I)xz — àb, où AER 
et Z est la matrice unité. Posons A = ÀC + I et écrivons une suite 
d’itérations £, = ÁZn-ı — Àb, n EN, où x, € E” est arbitraire, 
Supposons vérifiée la condition suivante: 


D cu) >(n—1) D cij. 


i=1 i, j=1 
iÆj 
Montrer qu’il existe un À € R tel que les itérations convergent vers 


la solution du système initial. 
24.17. Soit un opérateur A: C [0, 1]—> C [0, 1] tel que 


t 


Az (t) =À TEEN 


0 


a) Montrer que À est contractant dans C [0, 1] pour |A | << 1. 

b) Chercher le point fixe de A pour À = 0,5. 

c) Ecrire la suite d’itérations, prenant x, = 0 comme approxi- 
mation initiale, et s'assurer qu'elles sont des sommes partielles 
de la suite de Taylor associée au point fixe. 

d) Majorer l'erreur de la n-ième itération à partir de la majora- 
tion du terme résiduel de la formule de Taylor et de la majoration 
du théorème 24.1. 

e) L'opérateur À a-t-il des points fixes si | À | > 1? 

24.18. Soient un espace de Banach X et un opérateur continu 
D: X — X. Supposons que ® devient contractant sur X au bout 
d’un certain nombre d’itérations. Montrer que ® admet un point 
fixe dans X. 


Oé 
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24.19. Dans un espace de Banach X, donner un exemple d’opé- 
rateur D: X —+ X tel que 


UP (z) — P (y) I< il£ — y ll, 


x, y E€ X, xÆ y, et que D soit sans point fixe dans X. 
24.20. Soit Q un ensemble bicompact dans l’espace de Banach X, 
et soit D: Q — Q un opérateur tel que 


I P (£) — P (y) < Iz — y Il, 


où x Æ y. Montrer que ® a un point fixe et un seul dans Q et que 
les itérations x, = ® (x,_1), n € N, convergent vers ce point fixe 
pour tout x, € Q. L'opérateur ® est-il contractant ? 
24.21. Considérons l'équation 
b 
x (ei —A | K (s, ù zx (t) dt=f (s), 


a 


ou 
où à E€ C, f (s) EC la, b], K (s, t) est continue pour a < s, t< b, 
M = max |Æ(s,t)l|. 


as, 1<d 
a) A l’aide du théorème 24.1, montrer que cette équation admet 
une solution x (s) € C la, b] et une seule si | À |  1/(M (b — a)). 
b) Montrer que 
x = (I — AAT f = (I + AA + MA? +...) 


pour |à |  1/(M (b — a)) et que A” est un opérateur intégral de 
noyau 


b 
K, (s, D = | K (s, ) Kaai (T, t) dt, n=2, 3, a.a, 


K, (t, t= K (t, t). 


c) Montrer que la série de Neumann 


2 AiK p (s, t) 


est uniformément convergente dans le cercle | À | < 1/(M (b — a)) 

et que sa somme R (s, t, À) (la résolvante du noyau) est analytique 
en A dans ce cercle. 

d) Montrer que la solution de l’équation se présente pour | À | < 

< 1/(M (b — a)) sous la forme 

b 


dë ziel = f(s) LA | Rís, t, À) f (t) dt. 


a 
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24.22. Montrer que pour |A |< 1/(M (b — a)) la résolvante 
R (s, t, À) du noyau continu K (s, t) vérifie les équations: 


a) Ris t, = -a Í K6, obt, t, A)dīt+K (s, t); 


b 
b) R(s, t, Ņ= AIS t, t) R(s,T, A) dt+K (s, t) ; 


ðR (s, t, À) 
EH 


c) AT T, À) R(t, t, À dr. 


24.23. Considérons l'équation 


z (9—À | ste (0) dt=f (9), 
0 


où f(s) €C [0, 1]. 

a) Montrer que la série de Neumann associée à cette équation 
est convergente pour | À | < 3. 

b) Chercher les noyaux itérés A. (s, t), faire la somme de la 
série de Neumann et écrire la solution de l'équation. 

c) L’équation a-t-elle des solutions pour |à | >1? 

24.24. Montrer que la série de Neumann associée à une équation 
de Volterra de deuxième espèce de noyau continu est convergente 
pour toute valeur du paramètre À et que par suite cette équation 
a une solution pour tout second membre continu. 

24.25. Montrer qu'une équation de Volterra de deuxième espèce 
n’a aucun nombre caractéristique. 

24.26. On dit qu’un opérateur F: X — Y est non dilatant sur 
l’ensemble convexe D c X si 


I E (z1) — F (z3) || < I| zı — z || 


pour tous %1, za € D. Montrer qu'un opérateur F (x) continûment 
différentiable sur l’ensemble convexe D est non dilatant si et seule- 
ment si 


sup || F (æ) || <1 
xE D 


24.27. Supposons que l'opérateur ® (x) applique un ensemble 
fermé convexe D c X dans lui-même et qu’il soit continûment 
différentiable sur D. Montrer que ® (x) est contractant sur D si et 
seulement si 


sup IO (xz) | =q <1. 
xE D 
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24.28. Supposons que l'opérateur ® (x) applique un ensemble 
fermé OC X dans lui-même et qu'il existe un m entier naturel tel 
que l'opérateur 

D” (= DID[...[D(x)]...]] 


N an -S 


m fois 


soit contractant sur Q. Montrer que ® (x) admet dans Q un point 
fixe et un seul et que les itérations x, = ® (x,_,), n € N, conver- 
gent vers ce point pour tout x, € Q. 

24.29. Soit y =f (x) une fonction deux fois dérivable sur [a, b], 
4 (a) < 0, f(b) > 0, et telle que f (xz) zm, f” (x) > sur 
a, bl. 

a) Montrer que la suite d’itérations de Newton x, de premier 
terme x, = b est décroissante, minorée et converge vers un point 
ZP qui est racine de l'équation f (x) = 0. 

b) Formuler des assertions analogues pour: 

1) F (£) >m zs f (x) <0 sur la, bl; 

2) f (z) < —m <0, f’ (z) >0 sur la, bl; 

3) f (£) S<—m < 0, f(x) L O0 sur la, bl. 

24.30. Les hypothèses et notations étant celles de 24.29, consi- 
dérons les approximations successives de la méthode d’interpolation 
inéaire : 


~ SECH EEN 


us A Tur Za — 
f (b)— f (£n) 


, DEN, 


Montrer que: 
a) la suite de x, est croissante, majorée et convergente vers zf: 
b) tn < fe Tn, NEN; 


c) Ir, — 27 < 1 En) , 8 zn, [ LL Enl ` 
24.31. Les hypothèses et notations étant celles de 24.29 a), sup- 


posons que 
2 
If (to) | < PURÉE 


où x, < ò et l — max f” (x). Montrer que la vitesse de la conver- 
[ 


a, 
gence de x, vers x* vérifie la majoration du théorème 24.2. 
24.32. Ecrire les formules des approximations successives pour 
les méthodes itératives de Newton standard et modifiée si X = R, 
puis si X = EI, 8 
24.33. Soit dans l, un opérateur F (x) défini sur la boule S, (0) 
et tel que F (x) = (V1 — || z [l, £1, zs. . .) pour £ = Dn, £o, ... 
...) € lL. Montrer que F (x): 
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a) envoie la boule S, (0) dans elle-même ; 

b) est continu sur S, (0); 

c) est sans point fixe sur A, (0); 

d) est non compact. 

24.34. Soient f(t, x) une fonction continue pour toutes ses 
variables dans |t— 1, |< a, |z — x, | <b, M le maximum de 
|f (t, x) | dans ce domaine, h = min (a, b/M). Considérons le 
problème de Cauchy pour l'équation différentielle ordinaire du pre- 
mier ordre 


= f (t, 2), & (to) = To. 


a) Montrer que ce problème est équivalent à l'équation intégrale 
t 
z(t)=z+ | f(x, z IO dr. 


to 


b) Montrer que l'opérateur 
t 


F (z) = t+ | f(t, sto dr 
to 
défini sur la boule || z — x, || < b dans C [tọ — h, to + h] envoie 
cette boule dans elle-même et est compact sur cette boule. 

c) Montrer que le problème de Cauchy admet au moins une solu- 
tion sur [tọ — Ř, t, + hl. 

d) Donner un exemple de fonction continue f (t, x) et de point 
(to Zo) tels que le problème de Cauchy en question admette plus 
d'une solution sur un intervalle fermé contenant tọ. 

24.35. Considérons dans C? [0, 1] un problème aux limites 
suivant pour l'équation différentielle ordinaire quasi linéaire du 
troisième ordre : 


x" + rx zs, De fe li, 
x (0) zg, z (0) —=b, cl ze 
(problème modèle en théorie de la couche limite). 


a) Montrer que ce problème est équivalent dans C [0, 1] à l’équa- 
tion intégrale non linéaire 


exp {— À z (s) ds} do dr 
x (t) =a+bt+(c— a—b) 
H 


| z (s) ds} do dr 
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b) Supposons que l’une quelconque au moins des quantités 
a, b, c — a — b soit non nulle. Montrer que l'opérateur dh (x) 
défini par le second membre de l'équation intégrale ci-dessus envoie 
dans elle-même la boule S, (0) de rayon r = |a| + |b|+|c— 
— a — DL 

c) Montrer, à l’aide du théorème 15.3, que ® (x) est compact 
dans cette boule. 


(En accord avec le principe de Schauder, l'existence d'une solu- 
tion du problème aux limites initial est démontrée.) 

24.36. Soient la fonction K (t, s) 0 continue pour a < t,s < D 
et la fonction y (t) = 0 continue sur [a, bl, et soit 


Les (lt) <1, 


b 
IXI] = max | |K (t, s)| ds, yl] = max Wm 


et nœ 1 est un entier naturel. Soient ensuite r, < r* solutions 
positives de l'équation || K || r” + Ily || =r. Considérons dans 
C la, b] l'opérateur intégral 


b 
®D (x) = | K (t, s) x” (s)ds + y (t). 


a 


a) Montrer, à l’aide du principe de l'application contractante, 
que Ď admet un point fixe et un seul dans la boule [x || <r, 

b) Montrer, à l’aide du principe de Schauder, que ® admet au 
moins un point fixe dans la boule ||z [| < r*. 


§ 25. Opérateurs implicites 


Soient X, Y, A trois espaces de Banach et X + A la somme 
directe des espaces X, A. L'’équation F (x, À) = 0, où F: X + 
+ A — Y, peut définir des solutions x = x (À) dont chacune est 
appelée opérateur implicite (ou fonction implicite) défini par l’équa- 
tion initiale. 


Théorème 25.1. Supposons que l'opérateur F (x, À) admette 
une dérivée Continue au voisinage du point (to, ho). Supposons de plus 
que F (£o, Ao) =O et que l'opérateur F, (xs, Aal soit continûment 
inversible. Il existe alors p>œ>0,r>0 tels que pour tout à ES, (ào) 
léquation F (x, À) = 0 admette une solution et une seule x = d (À) 
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dans la boule S, (£). On a x (ào) = Zo la fonction implicite x (à) 
admet une dérivée dans S, (x,) et cette dérivée s'écrit 


x (À) = —Fz (x (à), À) F, (x (à), À). 
En particulier, x’ (ko) =— Fi! (£o, Lo) Fa (Zos Ao) 


Théorème 25.2. Si l'opérateur F (x, À) du théorème 25.1 est ana- 
lytique en (xo, ào), l'opérateur implicite x (À) est analytique, lui 
aussi, en àg, i.e. se développe dans une boule || À — À, I| < p, p > 0, 
en série absolument et uniformément convergente 


CO 


x (À) = 2 £p (À — à)". 


25.1. Vérifier que pour x, À € R l'équation 

a) Zi + +1 = 0 ne définit aucune fonction implicite ; 

b) x? + À? = 0 définit une fonction implicite et une seule 
x = 0, définie seulement pour À = 0: 

c) x Ai = 0 définit une fonction implicite et une seule, définie 
pour tout A CR: 

d) z? H À? = 1 définit deux fonctions implicites continues pour 
à € [—1, 1]; 

e) x? — À? = 0 définit sur R deux fonctions implicites dériva- 
bles et quatre fonctions continues. 

25.2. Montrer que les équations d) et e) de 25.1 définissent une 
infinité de fonctions implicites discontinues. 

25.3. Considérons l'équation d) de 25.1, où z; + X% = 1 et 
zo Æ 0. Chercher p et r du théorème 25.1. Ce. théorème est-il vrai. 
pour zo = 0 et À = +1? 

25.4. Chercher p et r du théorème 25.1 pour l'équation e) de 
25.1, où z? = Ae et x, =Æ 0. Ce théorème est-il vrai en (0, 0)? 

25.5. Enoncer les théorèmes des fonctions implicites 25.1 et 
25.2 pour: 

a) X=A4A=Y =R; 

b) X = Y = ER, A= E" 

25.6. Soient X = Y = C la, b], A = R. Enoncer les théorèmes 
des opérateurs implicites 25.1, 25.2 pour l'opérateur intégral: 


b 
a) F(z, Ņ=z(t)— (KG, s) f(s, z (s), AN de: 


K (t, s, x (s), À) ds; 


OS D 


b) F(z, A) = z (t)— 


b 
c) F(x, à) =@0 (z (t), t, u- len s, x(t), (Si, À) ds 
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25.7. Montrer que l'équation intégrale 
à T 
x ()=— | sin t [z (s) sin s + x? (s) ] ds 

admet pour À = À, = 1 la solution x, (t) = sin ż. Chercher une 
solution <x (t, À) continue en (t, À) de cette équation, telle que 
x(t, 1) = sin t. 

25.8. Chercher toutes les fonctions implicites définies par l’équa- 
tion intégrale de 25.7. 

25.9. Considérons le problème aux limites pour une équation 
différentielle ordinaire non linéaire du deuxième ordre avec un 
petit paramètre : 


"+f, az, z, iz D. 0O<t<l, x(0) = x (1) = 0. 


Supposons que f (t, x, y, €) admet des dérivées d'ordre aussi élevé 
que l’on veut pour toutes ses variables quand 


t € [0, I, —oo <z, y< +o, Iels e. 
Supposons ensuite que pour € = 0 ce problème admette la solution 
Zo (t), tandis que le problème linéarisé 
z" A fy (t, £o (Ð), x (0, 0) 2 + fe (t, £o (0, z (8), 0)z = 0 
n’a qu'une solution triviale z = 0. Posant 
X = CŒ [0, U, Y = C [0, l, A =R, 
F (x, e) = zx" + f (t, x, x',e), 
énoncer les théorèmes des fonctions implicites 25.1, 25.2. 
25.10. Chercher la solution à O (e?) près du problème aux limites 
x" + sin z = e sin nt, zx (0)= x (1) = 0. 


25.11. Soit une fonction ọ (x), oe: R— R, analytique dans un 
voisinage A du point a,. Considérons l'équation 


x = a + ep (x) 


avec les paramètres a € S, e € ]—e,, el. Montrer que: 

a) il existe ọ > 0, rœ 0 tels que pour tous (a, e) vérifiant 
|a — a; | <o, |e | po l'équation considérée admette sur | x — 
— à, | < r une solution et une seule x = x (a, £) analytique en a, € 
et telle que x (a, 0) = Gei 

b) les dérivées de x (a, e) par rapport à e vérifient les formules 


de Laplace 
k ðk-1 ô 
e _ Lg" (x) 5], EN, 


deb dax" 1 do 
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d’après lesquelles on a en particulier 


SIE: 


Klee 
See e, Sax l9" Ill: 


e=0 


c) x (a, €) vérifie la formule de Lagrange 
x (a, dE ++ ZE [p* (a)]. 


25.12. Utilisant la formule de Lagrange c) de 25.11, montrer 
que la solution analytique pour e = O de l'équation de Kepler 
(voir 24.8) 


E — esin E = M, 0<Ee<l, 
est définie par la série 


n 

= M +e sin M + — Sr E sin? M + . + er: sin" M + . 
25.13. Formuler et résoudre 25.11 pour le cas où ọ est une appli- 
cation du plan complexe et e, a sont des paramètres complexes. 
25.14. Considérons l'équation f (x) = e, où la fonction f (x) 
est analytique en x = 0, f (0) = 0, f' (0) 0. Cette équation définit 
au voisinage de e = 0 une fonction réciproque x = x (e) et une seule ; 
cette fonction est analytique en e = 0 et telle que x (0) = 0. Soient 


Í (x) = D} fpa’ , (x) — 2 fax t. 


Montrer que la fonction réciproque est définie par la série de La 
grange 


eh dk-! 1 7 
x (E) 5 À Ta Lee | 
25.15. Soit la fonction F (x, À), F: E?—R, continue, ainsi 
que sa dérivée partielle F, (x, À), dans une bande a 1 < b, 
— 00 <r < Lo, et supposons que dans cette bande 0 < m < 
< RJ, À) < M, où m et M sont des constantes, 0 < m < M, in- 
dépendantes de x et de À. Montrer que l'équation F (x, À) — 0 
définit dans C la, b] une fonction implicite et une seule x = x (à). 
25.16. Soit l'opérateur F (x, À), F: EF + E” ER, continu, 
ainsi que sa dérivée partielle F, (x, À), dans un cylindre x € ER, 
AEG ET", où Gest un ensemble connexe borné fermé dans Em. 
Supposons que les points du cylindre vérifient l'inégalité 


m IR < (Fx (z, å) h, h) < M Ilh |}, 


x=0 ` 
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où m, M sont des constantes, 0< m < M, indépendantes de x et 
de À. Montrer que l'équation F (x, À) = O définit un opérateur 
implicite et un seul z = x (À) continu sur G. 

25.17. Considérons le problème de Cauchy. pour une équation 
différentielle ordinaire du premier ordre: 


aa Mt t o, len 


où oU, la fonction œ (x) est continûment dérivable dans un voi- 
sinage S de x = 0, a € S, ọ (0) = p° (0) = 0. Montrer que ce pro- 
blème est équivalent à l'équation intégrale 


t 
x (t) = get + | er at—s) p (x (s)) ds, 
0 


i.e. que: 

toute solution du problème de Cauchy est solution de l’équation 
intégrale, et réciproquement ; 

toute solution continue de l'équation intégrale est continûment 
dérivable sur le demi-axe, vérifie la condition initiale et est solu- 
tion de l’équation différentielle. 

25.18. Mettons l'équation intégrale de 25.17 sous la forme 


x = D (a, x). 


Montrer, à l’aide du théorème des opérateurs implicites, que, pour 
des | a | suffisamment petits, elle admet dans C, (voir 7.31) une 
solution x (t, a) et une seule telle que z< (t, a) — 0 pour a — Q. 
Enoncer cette assertion pour le problème de Cauchy de 25.17. 


CHAPITRE 7 


APPROXIMATIONS DISCRÈTES 
DES SOLUTIONS D’ÉQUATIONS OPÉRATORIELLES 


$ 26. Schémas d’approximation 
et schémas aux différences 


Considérons l'équation Ax = y dans laquelle À est un opérateur 
linéaire défini sur D (A) c X, à valeurs dans R (A) Y (X, Y sont 
deux espaces de Banach) et le second membre y est dans Y. On 
cherche sa solution approchée en considérant une suite d'équations 


approchées Ann = Yn, RE N, appelée schéma d'approximation 
à opérateurs linéaires A, définis sur D (ån) = X,, à valeurs dans 
R(4,) CE Yh ot yn EYn (Xn, Yn sont des espaces de Banach). 
Les espaces X et X, (resp. Y et Ÿ,) sont liés par des opérateurs liné- 
aires Ta E€ £ (X, Xn) (resp. TRE £ (Y, RA, tels que T,X = 
= X „ (resp. TaY = Y,), appelés opérateurs de restriction. 

On dit qu’une suite de x, E€ X,, nEN, est T-convergente ou 
T-converge vers un élément x € X, et l’on écrit x, Ki £z, Hä oo, 
si lz, — Thx Lx, — 0 pour n —> oœ. Si z£, f r pour n —> œ, on 
dit que {x,} approche x. La T-convergence d’une suite de y, E€ Yn 


vers un élément y € Y se définit de même. S'il existe un k entier 
naturel tel que 


|l Tn — Tnt Lx, < c (x)/n*, 


on dit que {tn} approche x à l’ordre k. Il en est de même pour une 


suite de yn € Y „ qui approche un élément y €Y. 
On dit qu’une solution zë de l'équation initiaie vérifie la con- 


dition d'approximation si T,x* € D (À,) et si pour n —> o 
Il EK — Yn (ER — Q. 
On dit alors aussi que l'équation initiale est approchée sur x* par 


le schéma d’approximation. S'il existe en outre une constante 
c > 0 et un entier naturel k tels que 


IA, — Yn le, Sont, nEN, 


on dit que le schéma approche l’équation initiale à l'ordre k. 
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S'il existe une constante y > 0 telle que 
IESES LA > Y Il Tn IER 


pour toutes x, € D (A,n), on dit que le schéma A, z, = Yn est stable, 
ou qu'il vérifie la condition de stabilité. 
Supposons que l'équation exacte Ax = y admette une _solution 


x* et une seule, et que chacune des équations approchées À nin = = Yn 
T 
admette une solution x* et une seule, quel que soit n. Si zë — 28 


pour n —> œ, on dit que le schéma d’approximation est convergent. 
Si de plus il existe une constante c œ 0 et un entier naturel l tels que 


Mat — feel < c/n, 


on dit que le schéma d’approximation converge à l’ordre l (ou que 
l’ordre de précision du schéma est l). 


Théorème 26.1. Supposons que l'équation exacte admet une solu- 
tion et une seule, de même que chacune des équations approchées. Si les 
conditions d'approximation et de stabilité sont vérifiées, le schéma 
d'approximation converge et l’on a 


| À — x I <y | An Tna* — Yn Il. 


Si le schéma approche l'équation exacte sur x* à l’ordre l, l’ordre de 
précision du schéma est l. 

Dans ce paragraphe sont réunis des problèmes de caractère général 
et des problèmes sur les schémas aux différences, dans lesquels À 


est un opérateur différentiel et À, un opérateur aux différences qui 
approche A. Une autre réalisation des schémas d’approximation, 
appelée schéma de Galerkin, sera envisagée au $ 28. 


— T — T 
26.1. Soient x, —> x et y, —— y pour n—> œœ. Montrer que 


AEn +PYn — ax + By, 
où o, B sont deux scalaires quelconques. 
26.2. Soient X = l,, X, = I). Introduisons des opérateurs 
de restriction T, tels que T,x = (E,+:1)#-1 pour tout x = (Er) € 
E la. Soit x) = ue. € L,. Montrer que la suite de x, = GA , 


a une infinité de T-limites (ce qui veut dire que les espaces (7 
approchent mal l, par les opérateurs de restriction T,). 


26.3. Supposons que || Taz lz, > 0 (n —> œ) implique x = 0: 
on dit alors que les normes définies sur les espaces X, sont non 
dégénérées. Montrer que la T-limite est unique si et seulement si les 
normes sur les X, sont non dégénérées. 
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26.4. Si || Zaz lẹ — [x || (2 — œ) pour tout x € X, on dit 
n 


que les normes sur X, et sur X sont concordantes, ou compatibles. 


Montrer que la T-limite est unique si les normes définies sur X, 
et sur X sont compatibles. 
26.5. Montrer que si la suite de [I7,x|[x, est bornée pour tout 


xEX, il en est de même de la suite de II 
26.6. Soit X = C [0, l]. Munissons [0, l] d’un réseau pour tout. 
n €N, Le d’une famille de points, ou nœuds, OS tP Ê... 
, X (o < l. Introduisons des opérateurs de restriction T, tels 
que T ax = (x (DË, Comme X,, prenons un espace réticulé 
(espace vectoriel de fonctions définies sur le réseau) normé par 


Il Zn lleus = max ai |, où zn = DÉI E€ Xn (de sorte que 
~D EN 


© X, = c”). Montrer que les normes définies sur X, et sur X sont 
compatibles, i.e. que pour toute fonction x (t) € C [0, L] on a 


lim max |x(tÿ”)| = max [x (t)| 


n— 00 Lesben tELO,L] 
si 
(n) (n) 
Àn = max Ititi — ti | — 0 
1<i<n-1 


pour n —> co. 
26.7. Les notations et hypothèses étant celles de 26.7, normons 


les X, par 


n 
m — 1 
ltnllspn = TA D lake EH. 


Montrer que pour À, —+ 0 on a 
l 
lim [7 aællspn = p zala), 


d'où il ressort que les normes sphériques sur les X, sont non dégé- 
nérées. 
26.8. Démontrer la double inégalité 


V I n lew < IEn ka < VI US, Ieun 


26.9. On dit qu’une suite de x, € X, est T-convergente vers un 
élément x € X: 

a) en moyenne si || £n — Tax ap — 0 (nr — œ); 

b) uniformément si ||x, — T,x len 0 (nn — œ). 
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Montrer que toute suite T-convergente uniformément est T-conver- 
gente en moyenne, mais que la réciproque est fausse. 


26.10. Si 
| £n — Tnt le, S Pn —+ 0, n -> Co, 
on dit que la suite {x,} T-converge vers x avec la vitesse n. Si pn > 


>0 et 8 
I| ztn — Tng IER = 0 (Pn) Hz œ, 


on dit que la suite {xn} T-converge vers x avec la vitesse o (b,). 
Montrer que: 


.— T . z . — T 
a) si z, — x uniformément avec la vitesse o,, alors x, —> x en 
moyenne avec la même vitesse ; 


.— T o 1 
b) si zz x en moyenne avec la vitesse o (=) , alors 
n 
— T . > 
Z, — x uniformément ; 
.— T . 1 
c) si z, —> x en moyenne avec la vitesse Pr = 0 | e ) , alors 
n 


In >a uniformément avec la vitesse V n q,. 

26.11. Soit z (t) une fonction admettant sur [0, Z] autant de 
dérivées que l’on veut, et soient Ta, X, les opérateurs de restriction 
et les espaces de 26.6. La suite de x, est-elle T-convergente vers zx, 
et quel est l’ordre de cette convergence, si t; = il/n, i = 0, 1, 2, ... 


KI L] 9 n, et: 
= 1 (n) 1 mal . 
a) n= { -5 7 (ti (ir, ; 
t, 


— 4 : n 
b) Ta = {—— | eas}? 
ti- 
26.12. Soient Q le rectangle : 0OLzr<1, 0L1<9, et C (Q) 
l’espace des fonctions continues sur Q de norme 
iu] = max Inte, t)]. 
(x,t)EQ 


Faisons une subdivision de IO. 1] en n parties égales par les points 
z; = Un, i = 0, 1, ..., n, et une subdivision de [0, 6] en m parties 
égales par les points t; = j0/m, j = 0, 1, ..., m. Soit Q,, l'en- 
semble réticulé, 


Q nm ={(ti; tj), i = 0, 1, sn; j =0, 1, e ee $ my. 
Considérons l’espace réticulé C (Qnm) de norme 


[unm = max u(x, #1. 


(x, 1) Qnm 


Montrer que les normes sur C (Qnm) et sur C (Q) sont compatibles. 
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26.13. On dit que la suite {A,} approche A sur x € D (A) si 
Tax ED (Anh) NEN, et 


ICC +0 


pour n — œo. Supposons que ER } approche À sur x* (solution exacte) 


et que {Un} approche y. Montrer que le schéma A £n = y, approche 
alors d’équation Az = y sur z*. 


26.14. Soient X, = X, Y „ = Y, et soient T,, T; des opérateurs 
identités. Montrer que si l'opérateur À est approché par une suite 
d'opérateurs À, sur un ensemble M € D (A), cela entraîne une con- 
vergence forte de À, vers À sur M. 

26.15. Soient X =Y =C [0, 11, X,—Y, —c", T,x — 
— Tt = (z (+) 1, Ax = ea défini sur l’ensemble D (4) de 
fonctions x (t) continûment dérivables sur [0, 1] et telles que x (0) = 
— 0. Montrer que l'opérateur À est approché sur D (A) par la suite 
d'opérateurs 


n 00 0 0 
-n nO 0 0 

Z= | 0—nn 0 0 

` 0 00... —nn 


26.16. Si 
HAT nt — T Aale < c(x)/n' 
n 


on dit que la suite {A n} approche À sur x à l’ordre l. Les notations 
et hypothèses étant celles de 26.15, supposons que x (t) € D (4) 
et admette une dérivée seconde bornée sur [0, 1]. Montrer que 


{An} approche À sur x à l’ordre 1 et que 
Anar Till < Trein, 


26.17. Supposons que la suite {A n} approche À sur x* (solution 


exacte) à l’ordre let que la suite {y,} approche y à l’ordre k. Montrer 
que le schéma approche la solution exacte à l’ordre min (l, k). 


26.18. Soient Rn = R (A,) un sous-espace dans Ÿ,, Aa un 
opérateur défini sur À, et 


láz tle, z) SY 


10—0935 
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où y >> D est une constante et n € N. Montrer que la suite de 4, 
vérifie la condition de stabilité. Montrer que, la condition de sta- 
bilité étant vérifiée, l’ensemble R (An) est fermé et, à ce titre, est 
un sous-espace dans Y„, quel que soit un entier naturel n. 

26.19. Soient H. = Xž. Montrer que {A,} vérifie la condition 


de stabilité si pour toute suite de x, E D (A,) on a 
(Ins Ann) ZYnll?; 
où y œQ est une constante. 

26.20. Les notations et hypothèses étant celles de 26.15, mon- 
trer que || A7! || < 2 et que, par conséquent, la condition de sta- 
bilité est vérifiée. 

26.21. Soient X„, Y„, n € N, de même dimension finie. Suppo- 
sant que la condition de stabilité est vérifiée, montrer que N (A,) = 


— mme 


= 0, i.e. que À, réalise une bijection de X, sur Y, pour tout n. 
26.22. Supposons que toutes les solutions possibles x, d'un 
schéma d’approximation A,x, = y, vérifient la majoration 


I £n HV Ilyn l, 


où y est une constante. (De telles majorations sont appelées majo- 
rations à priori.) Montrer que la condition de stabilité est vérifiée. 


— 


26.23. Supposons que le schéma Ånn = EIN où yn E R (4,), 
admette une solution x, et une seule. On dit que x, dépend continü- 


— 


ment des y, et uniformément par rapport à n si pour tout e > O il 
existe un ô = ô (e) >Q tel que, pour tous Yn, Ya E R (Ah) vérifiant 
Un, — y l| < ô, on a pour les solutions correspondantes x,, x, 


— 


l'inégalité || zn — zn || < e. Montrer que le schéma d’approxima- 
tion est stable si et seulement si ses solutions dépendent continüû- 
ment des seconds membres et uniformément par rapport à n. 
26.24. Supposons que la condition de stabilité soit vérifiée. 
Montrer que toute équation approchée a au plus une solution. 
26.25. Soient x,, x, deux solutions exactes, de telle sorte que 
Axı = y et Ax, = y. Supposons que la condition de stabilité soit 


vérifiée. Montrer que 
y Il Zn (mi — 2)llz, S 
< Il AnTnt — ThAt: A + |l AnTnto -7 EE IER 


26.26. Supposons que la suite {4, n} approche À sur chaque solu- 


tion exacte, que les normes sur X„, n € N, soient non dégénérées 
voir 26.3) et que la condition de stabilité soit vérifiée. Utilisant 
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l'inégalité de 26.25, montrer que l'équation exacte a au plus une 
solution. 


26.27. Les notations et hypothèses étant celles de 26.26, sup- 
posons que yn = y pour n —> œ. Démontrer: 
a) la majoration 


Is, — Tna lg, ser) {Il Yn — Tayn Je, +I TAr — AT le, 


keck 


où x est une solution exacte; 
b) la convergence du schéma d’approximation. 


Dans les problèmes 26.28 à 26.34 on considère sur [0, l] le pro- 
blème de Cauchy 


EEGEN x (0) = 0. 


Posons X—C1[0, IL Y =C [0, +R, At — Zem £, eu) , 
D (4) EC*[0, IL, a(t), TO ECTI0, L]. Munissons[0, (d'un réseau 
uniforme È = {tp}k=1, t= Et, k=1, 2, ..., Nn, où T—Int est 
l’espacement des noeuds, ou le pas du réseau. Soient X, un es- 
pace n- dimensionnel de colonnes z, = Dol, Izal = max |z;l, 


LIN 


et Kéi =X, + R. Introduisons les opérateurs de restriction T,x = 
= (x A 8 Tay = (Tal, a}. 


26.28. Considérons le schéma aux différences 


TTL ati fn i=1, 2, ...,n, 
To=, Uh i=1 = Taf, D = T,a. 
a) Mettre ce schéma sous la forme canonique: 


ti = R; (T) ti- + Ta i=1,2,...,n; Zu =Q, 


où [RD <1 + crt, c= [la let, o E 
b) Montrer que le schéma a une solution x, = (x;)1 et une 
seule et que pour i = 1, 2,..., n on a la majoration 


i—i 
else A +e) lalt 2 (1+ er) dl 


c) Déduire la majoration à priori 


ecl—1 


ral < el Jæ] + Ifall. 


10% 
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d) Démontrer la stabilité du schéma aux différences. 
26.29. Prenant un réseau >, mettre le schéma aux différences 
de 26.28 sous forme réticulée : 


LOT LaF (t—1) =f (t), tE2, T0) =a. 

a) Utilisant la formule de Taylor, montrer que le schéma aux 
différences approche le problème de Cauchy initial sur la solution 
exacte en chaque nœud t, du réseau X. 

b) Démontrer la majoration 


An = ai Bells = 


z sup ZWEI a (t) ep T) — f (i) e Tat 
tE ZX 


où Y= sup Ur ol, 
tE [0,1] 


26.30. Considérons le schéma aux différences 
EE 3. laa (ti) + geg Del Bitia + Box] = 
= Vif (ti) + Yaf (£;), i = 1, 2, cos Ha DISA. 


Choisir les constantes o, Ga, Bı, Ba, Yı, Ya de telle façon que le 
schéma approche le problème exact à l’ordre 2. 
26.31. Considérer le schéma aux différences de 26.30 en y met- 


tant ou = Go = Pı = Ba = Yı = Ye = 1/2. 
a) Montrer que ce schéma a une solution et une seule si 
er 2, c= |ia let 1 
b) Mettre ce schéma sous forme canonique : 
£i = R; (T) ti- + Tho, i=1,2,...,n, Zo =Q. 
c) Démontrer les inégalités 


| Ri (t) | K<1 + ier, [hi {<2 |l fn Il 


d) Utilisant les inégalités dech, montrer que le schéma aux diffé- 


rences est stable. 
26.32. Supposons que la solution exacte z (t) admette une dérivée 


troisième bornée sur [0, l]. 
a) Montrer que le schéma aux différences de 26.29 est du second 


ordre de précision. 
b) Majorer || zn — Tna le, 
n 
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26.33. Montrer que le schéma aux différences 


Lizy Lie 
SSC +aixi = fi, (ai)i1 = Tna, 


L (fi = Thf, i=1, 2, ..., n—1, ur D 
Seel (0) — a (0) a 
a une solution et une seule. Mettre ce schéma sous forme réticulée 
et montrer qu’il approche le problème initial à l’ordre 2 si la solu- 
tion exacte a une dérivée troisième bornée sur IO. l]. 


26.34. Mettons le schéma aux différences de 26.33 sous forme 
canonique matricielle : 


u;= R; (Thu; + Thi, i=- 1, 2, DEE n — 1, 


où u est défini : 


m= (5) vc R o= oaa 


ll B= a+ r [f (0)+ a (0) a]. 


H 


Normons l’espace bidimensionnel obtenu en disant que pour u = 


= ($i, Gel on a [lu || = max {| & h II} 


a) Démontrer les majorations 
IR: Œ) MSA + 2er, e= Ila ënn (blei lg 


b) Utilisant les majorations de a), démontrer la stabilité du 
schéma aux différences. 

c) Montrer que le schéma aux différences de 26.33 est du second 
ordre de précision. 


d) Majorer || z, — T,x IER 


26.35. Montrer que le schéma aux différences 


2Ti+1 TT Deen 0 
T Z7 ? 
i—1,2,...,n—1;, az Luz LL rz (In, 


approche le problème de Cauchy 
Zen eil, rel, 4], 


sur sa solution exacte. 
26.36. Montrer que: 
a) le schéma aux différences de 26.35 a comme solution 


z=1+Tm (21), i=0,1,...,n—1;: 
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b) si x est une solution exacte, on a || z, — T,x [| —> œ pour 
n — œo, si bien que le schéma aux différences est divergent. Expli- 
guer pourquoi b) implique l'instabilité du schéma. 
26.37. Montrer que le schéma aux différences 
Griet (atc) tit ctia 0 


T 
=1,2,...,n—1; x =1; us LL, rs 1/n, 


approche pour c Æ a, a Æ 0 le problème de Cauchy zx’ (t) = 0, 
x (0) = 1, tE [0, 1], sur sa solution exacte. 

26.38. Montrer que le schéma aux différences de 26.37 est con- 
vergent pour |c/a |< 1 ou c = —a et divergent pour | c/a | > 1. 


Dans les problèmes 26.29 à 26.41 on considère le problème de 
Cauchy pour un système de k équations différentielles à k fonctions 
inconnues de la variable # € [0, L]: 


+ B(z=f(#, x(0)=a. 


La fonction inconnue est cherchée dans l’espace X des fonctions 
vectorielles continues x (t) = (x, (t))=1, de -norme 


all = max max lxs (EI, 
1<s<k tE[0,l 


B (t) est une matrice carrée d'ordre à à éléments continus b;; (t), 
i, j—1,2,...,k, f (EX, a€, Y =X + c*. Introduisons 
un opérateur À défini sur l’ensemble D (A) des fonctions x conti- 
nûment dérivables sur [0, l], tel que Az = le (t) + B (t) x, x (0)}. 
Munissons [0, l] d’un réseau uniforme de pas t = Int, On apprend 
en théorie des équations différentielles ordinaires que le problème 
Ax = y, où y = {f, a}, a une solution classique et une seule. 


26.39. Considérons le schéma aux différences 
EL B (t;) tin=f(t;), i=1, 2, ..., N; Dass 


a) Mettre ce schéma sous forme réticulée et montrer que si la 
solution exacte admet une dérivée seconde bornée sur [0, l], le 
schéma aux différences approche le problème initial sur sa solution 
exacte à l’ordre 1. 

b) Mettre le schéma aux différences sous forme canonique : 


zı = R; (T) Zi + Ti, i = À, Zen R; To — À 


et démontrer la stabilité du schéma aux différences. 
c) Montrer que le schéma aux différences est convergent et majo- 


rer || £n — T,x lz, 
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26.40. Soit f (t) = 0, et soit À (t) = À une matrice constante 
sur [0, {] à k vecteurs propres linéairement indépendants gr, j = 
= Í, 2, ..., k, associés aux valeurs propres Ar, j = 1, 2, ..., k. 
\Considérons le schéma aux différences 


L; — T; 8 
SC 4 Aria =, i= 1, 2, eaey n ; Lo =A. 


a) Chercher les solutions du problème exact et du schéma aux 
différences sous forme de développements suivant les vecteurs pro- 
pres de la matrice À: 


R k 
x (t) =2 5y t) Pj, £i = > Suën, i=1, 2, ...,n. 
j= j= 


b) Démontrer l'inégalité 


IO + Ar) — eti < 4 A2reit 


- et s’en servir pour majorer || z, — T,x IER 
n 


26.41. Considérons sur [0, +] le problème de Cauchy à ma- 
trice C constante, x € ER: 


d 
= Ca, x (0) =q, 
et la famille des schémas aux différences (t [ C |< 1, + > 0): 
as i oN ~ m~ 


a) Vérifier que x (t) = etio est une solution exacte et que 


x (t) = (I + tC)" a est l'unique solution du schéma aux diffé- 
rences. 
b) Montrer que dans £ (X) on a 


(I + tO) —> ei 
quand t —> +0. 


c) Majorer || x (t) — z (t) || pour t—> +0. 
26.42. Considérons sur [0, Z] le problème de Cauchy pour une 
équation différentielle du deuxième ordre: 


TE tbl Etc rlt) =ylt), (0 =a, x (0) =p. 
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Mettons-le sous la forme d'un système: 
dx 


À ib (t) u +e (t) (t)= y (t), 
x (0) — «, u (0) =B. 


a) Montrer que pour un réseau uniforme, le schéma aux diffé- 
rences 


L; — T; 
———— uia = 0, 
Uj—Uj-1 , 
Gem (tu; +c(t; Zia = H (ti), 
i—1, 2, ..., n; =Q, U= P 


est convergent, que {x,} approche x (t) et que {u,} approche x’ (t). 
b) Déduire les majorations correspondantes. 
26.43. Les notations et hypothèses étant celles de 26.42, con- 
sidérer le schéma aux différences 


£: — 2z; + Ti Li — Tij- 
HIT TI a = b (t;a) ———— e (tia) Zi- = y (Li), 


. TL — ZX 
i—1, 2, ..., n—1; use = =p 


et montrer qu’il admet une solution et une seule, qu’il est con- 
vergent, que la suite de £= (Tt approche x (t) et que la suite 


de x} = (te) approche x’ (t). 


Dans les problèmes 26.44 à 26.47 on considère le problème aux 
limites 


— FE te (t) x (t)=y (t), 1610, D x (0) x (0 =0. 


lci X=Y=CI0, 1], c(t), mae, I], Ax= — LE + c (t) à, 
D (A) est l’ensemble de fonctions z(t) deux fois continûment dé- 
rivables sur [0, Z] et telles que x (0)=x()=0. On munit [0, 2] 


d'un réseau uniforme. X, —Y, sont des espaces de colonnes x, = 
n-i 


= (x,)z1 de hauteur n—1, de norme ||zn]l2pn =T X) Izal? On in- 
k=! 


troduit des opérateurs de restriction T z = Tna = (x (taR i . 
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26.44. Montrer que le schéma aux différences 
— 9 pi 
l Du e (ta) £p = y (x); 
k=1, 2, ..., n—1; nz Pas U 
approche le problème initial à l’ordre 2 si la solution exacte admet 
une dérivée quatrième bornée sur [0, l]. 


26.45. Démontrer les inégalités suivantes en posant Zu = Zn = 
= 0: 


a) A Laun Ze + Ts- 1) er CR (x kh — Th)"; 


b) [zall = > EAK con ( (Er — A2. 


26.46. Soit GE >0 sur GN " 
a) Mettre le schéma aux différences de 26.44 sous forme matri- 


cielle A „£n = Yn. 
b) Utilisant les inégalités de 26.45, démontrer l'estimation 
à priori 
| (Ann: Tn) Z ZZ, on 
ui, d’après 26.19, entraîne la stabilité du schéma aux différences. 
26.47. Supposons que la solution exacte x (t) admette une dérivée 
quatrième bornée sur [0, l], y, = sup |<® (t) |, et que x, soit 


solution du schéma aux différences de 26.44. 
a) Démontrer la majoration 


Val HI 


Ta 9 (Ed sph & RES "e 
b) Utilisant 26.46, montrer que 
yalt Vi 


£n — Fallen = max [Er — 2 (ta) | S CLSCU 


UT 


$ 27. Interpolation par fonctions-spline 


Soient deux espaces de Hilbert X, X, où X = TX: ici Te 
E€ £ (X, X) est un opérateur de restriction tel que nous l'avons 
défini au $ 26. Soient un espace de Hilbert Y et un opérateur A € 
E€ L (X, Y). On dit qu'un élément s € X est une fonction-spline 
d'interpolation, ou (T, A)-fonction-spline, associée au vecteur don- 
nées x € X si 
(Läd — inf Laf 
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Ici 7-1 (x) est l’ensemble des images réciproques de x par l'appli- 
cation T, i.e. l’ensemble des solutions de l'équation 7x = x. Le 
plus souvent T est l'opérateur de restriction d’une fonction à un 
ensemble réticulé. La fonction-spline d’interpolation s réalise donc, 
dans un sens à préciser, le prolongement (interpolation) optimal de 
l'élément z en un élément de l’espace X. 


Théorème 27.1. Si la variété linéaire AN (T) est fermée et N (A) f 
NN (T) = 0, il existe pour tout x € X une fonction-spline d'inter- 
polation (CT, A)-fonction-spline) s et une seule. 


Théorème 27.2. Soit un opérateur normalement résoluble A. 
Supposons que son noyau N (À) soit de dimension finie et que N (A) N 
NN (T) = 0. Alors la variété linéaire AN (T) est fermée. 

27.1. Soit s une fonction-spline d'interpolation. Montrer que 
tout z € X tel que Tz — 0 vérifie la relation d'orthogonalité 
(As, Az) = Q. 

27.2. Supposons que l'élément s € X réalise l’interpolation de x, 
i.e. qu'on a Ts = x, si bien que (As, Az) = 0 pour tout z E N (T). 
Montrer que s est une fonction-spline d’'interpolation. 

27.3. Soient X = H! [0, I], Y = L, [0, IL X = E"# l'espace 
réticulé des fonctions définies dans les nœuds du réseau 0 = tọ < 
<lh... <t, =., T l'opérateur de restriction de la fonction 
x (t) € H! [0, I] à ce réseau. Soit Ar = a A € L (Œ [0, El, 
L, [0, 1). Montrer que la fonction linéaire par morceaux 


t—ti 
Si (t) = ti + (int) a 


t € Iti, Gel, i—0,1,...,n—1, 


9 


réalise l’interpolation du vecteur x = {x;}%_0 et vérifie la relation 
d’orthogonalité : cela signifie, d’après 27.2, qu'elle est une fonction- 
spline d'’interpolation. (De telles fonctions-spline sont dites liné- 
aires.) 

27.4. Soit 64 (t) la fonction caractéristique de l'intervalle fermé 
Ip, tpl: On (t) — 1 sur Ia fl et DI — 0 en dehors de 
fu, tal. Vérifier que 


k -1 (th — t — tk- 
s (= J el 9, re 
k=i 


27.5. Soient s, s deux (T, A)-fonctions-spline associées à un 


même vecteur z. 
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© a) Utilisant la relation d’orthogonalité, montrer que (As, Ás) = 
= || As |È = |I £5 IÈ- ` ` 

b) Utilisant 3.19, montrer que À (s — s) = 0, i.e. que s— s€ 
€ N (4). 


27.6. Soit N (A) DN (T) =0. Montrer qu’à chaque x€ X 
est associée au plus une (T, A)-fonction-spline. 
27.7. Utilisant 27.4 et 27.5, montrer que les fonctions linéaires 


par morceaux sont les seules fonctions-spline d’interpolation liné- 
aires. 


27.8. Considérons sur IO, l] une famille de fonctions « chapeaux » : 


Neie sur [0, GG, 
GT on sur ft, tn]: 


t— t; 
CET sur [t;4, ti], 
Di: (GE ht sur [t;, lisa], 
VII — ti 
d hors de [t;4, tiz] i— 1,2, ...,n—1; 
0 sur [0, fal 
On KR = n sur dE tal. 
En — tİn-1 


a) Tracer les courbes représentatives de ces fonctions. 
b) Les notations et hypothèses étant celles de 27.3, montrer que 


œ; (t) est une fonction-spline associée au vecteur données x! de 
coordonnées z; = 1, zk = 0,k—1,2,...,i—1,i +141, 


27.9. Soit 0; (t) la fonction caractéristique de l’ intervalle formé 
IG, til, i= = 1, 2,..., n. Vérifier que sur [0, l] 


oo (0) = (1—5) 81 E), on (= EL O D 
oi (i) = EL 0, O + e Bn (O), 
Wëre 2,...,n— Í. 


27.10. Vérifier que 


n 


Sy (t) = 2 Zeg: (t), 


i.e. que la famille de œ; (t), i = 0, 1, ..., n, est une base dans 
l'espace des fonctions-spline linéaires. 


156 APPROXIMATIONS DISCRÈTES DES SOLUTIONS [CH. 7 


27.11. Etant donné le réseau uniforme t; = ih, nh = l, i = 
— 0, 14,..., n, montrer que sur [0, l] on a 


w; (t) = © (+-—i), i=0, 1, ..., n, 


4 + s sur [—1, 0], 
w (s) = 4 1 — s sur [0, 1}, 
0 hors de [—1, 11. 


27.12. Soient X = H?1[0, 1, Y = L, [0, I], X = EY, n>1, 
t) = Jerta Az (t) = x” (t). Montrer que N (4) NN (T) = 

— 0 et que le problème de recherche des (T, A)-fonctions-spline 
a au plus une solution. 

27.13. Montrer que si la variété linéaire AN (T) est fermée, 
il en est de même de la variété affine AT- (x). 

27.14. Les notations et hypothèses étant celles de 27.13, mon- 
trer à l’aide du théorème 15.4 qu’il existe un élément y et un seul, 
réalisant dans Y la distance de O à la variété affine AT -+ (x). Mon- 
trer qu ‘il existe une fonction-spline s qui réalise l'interpolation 
de x, et qu’elle est solution commune aux équations As = y, Ts = x. 

27. 15. Les notations et hypothèses étant celles de 27.12, démon- 
trer l'existence d'une (T, A)-fonction-spline à l’aide de 27.13 et 
de 27.14. 

27.16. On dit que la fonction s; (t) est une fonction-spline cubique 
qui réalise l’interpolation de la fonction réticulée x = Jehin si: 

1) s3 (t) € C [0, L; 

2) s> (t) est sur chaque [é;, t;,,] un polynôme de degré au plus 
égal à 3; 


3) Ts; = z; 
4) s; (0) = s; (l) = 0. 
Soit sur It, ti}, i — 0, 1, ..., n—1, 


t— ti 


+1— Li 


— E 
5 (t) =P; A -F Biri ti 


? 
Hi bd? 


où l Bo = — Pn = — 0 d’après la condition 4). Montrer que sur It, tal 
i = 0, 1, . n— í, on a 


(t em Tipi \ taii 
s; (t) = p; E GE SE EE 


Ti+1 


OÙ Tiy — lits tie 
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27.17. Les notations et hypothèses étant celles de 27.16, 
a) calculer s; (t); 
b) identifiant s; (t; — 0) et s; (t: + 0), montrer que les cons- 


tantes B1, Ba... Daa vérifient le système d'équations 
Dit T2 0 0 
= S , e 
Ze Cp fa 0 o 
6 6 6 0707 2 — 
e ec 
Lo — Tı T1 Lo 
T2 T1 
Tn —Tn-ı _ TZn-1— Tn-2 ' 
Tn Tn-1 


c) montrer que ce système a une solution et une seule et que, 
partant, pour tout x il existe une fonction-spline cubique s; (t) 
et une seule. 

27.18. Les notations et hypothèses étant celles de 27.12, véri- 
fier que la fonction-spline cubique s; (t) satisfait à la relation d’ortho- 
gonalité et est donc, d’après 27.2, une (T, A)-fonction-spline. 

27.19. Considérons la fonction 


0 pour (A 
o (t) =- (2 — t)? sur [1, 2], 
1+3(4—t)+3(1—12—3(1—1) sur[0, 1], 
o (t) = o (—t) pour t< 0. Montrer que la fonction o (t) est deux 
fois continôment dérivable sur ]—oco, + et tracer sa courbe. 


27.20. Les notations et hypothèses étant celles de 27.19, intro- 
duisons sur [0, l] une famille de fonctions 


o; (t) = o (tlh — i), i—=0,1,...,n, h— Un. 


Montrer que toute fonction z (t) € H? [0, l] telle que z (jhk) = 0 
j —0,1,...,n, vérifie la relation d’orthogonalité 


l 
| oi (t) z” (t)dt=0 
0 
et que par suite, en accord avec 27.2, o; (t) est une fonction-spline 


cubique associée au vecteur données x de coordonnées x; = 2/3, 
Zi = Lit = 1/6, zp = 0 pour k Æi — 1, i, i + 1 (pour i=0 
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on a Zo = 2/3, zı = 1/6, x; = 0 si k > 1, et pour i = n on a z} = 0 
si k < n — 1, x,_1 = 1/6, x, = 2/3). 

27.21. Les notations et hypothèses étant celles de 27.20, véri- 
fier que la famille de o; (t), i = 0, 1, ..., n, est, dans le cas d’un 
réseau uniforme, une base dans l’espace des fonctions-spline cubi- 


ques et que 
n 


sa (t) = > Bo (t), 


i=0 


où le vecteur E est défini par le système d'équations linéaires 


2/3 1/6 0 ... 0 E; x (0) 
1/6 2/3 1/6 ... 0 & | Wei 


0 0 Q ... 2/5 En x (1) 
27.22. Soient X = H! [0, IL X, un espace de colonnes de 
dimension n + 4, de norme 


| £n || = max |z| +T! max Të, 
San! 


eben 

in =kt, nt==l, T,x=(x(t;))} a, Soit S, un opérateur d’interpo- 
lation linéaire par morceaux qui au vecteur données (x(t;))?_, 
associe une fonction-spline linéaire s(t). Montrer que: 

a) SET (Xn, X) et Sal L2V1; 

b) l’opérateur AS, est l’inverse à droite de Ta. 

27.23. Soient X, X,, n EN, des espaces de Banach et T, € 
E€ £ (X, X,), n€ N, des opérateurs de restriction tels que T,X = 
— X,. Montrer que, si l'opérateur S, € £ (Xn, X) est l'inverse 
à droite de T,, l'opérateur D. = S,T, est un projecteur borné sur 
Xn = S,X,, quel que soit n EN. 
8 21:24. Les notations et hypothèses étant celles de 27.22 et 

a) montrer que le projecteur P, peut être défini sous la forme 


n 


Pt = Si z (ti) ©; (t), 


où œ; (t), i — 0, 1,..., n, est la famille de fonctions définie 
dans 27.8; 
b) montrer que 


z— P,x= Ai 0; (t) {2 (9 — 2 (ti) la (t) — 2 (EE) ; 


ti— ti-i 
Ac) 
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c) à l’aide de la formule de Taylor, montrer que pour n —> œ 
on a 


Io Paz limo, g =0 (+) si ere nit, i), 
Na Primo. n=0 (+) si ee Hait, 1. 


27.25. Soient X = L,[0, IL X, un espace euclidien de colonnes 
x= (Ed de norme 
Io, =È af (tt). 
Soit ensuite 
d n 
EE | x (s) ds} . 


EA 


Montrer que: 
a) les (T, Z)-fonctions-spline sont de la forme 


n 


KE => ` xð; (t) ; 


<— 
KE 


GEREEST ESUER 
xET;! (x) 

27.26. Les notations et hypothèses étant celles de 27.25, 
montrer que T EL (X, Xa), HT SEL (Xan, X, Il Sall = 
=1, Sa = (Ta), P,=S,T, est un projecteur et || Paz— z|] = 
= O ist (n—> œ) pour x€ H{[0, L]. 


§ 28. Schémas d’approximation de Galerkin 


Soient X, Y deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire, 
D (A\& X, R(A)@c Y. On cherche une solution approchée de 
l'équation Ax = y, y € R (A), en se donnant deux suites de sous- 
espaces X, & D (4), Y, c Y et deux suites de projecteurs P, et 
On, PnX = Xn, Q,Y = Ha, La suite d'équations approchées 
(schéma de Galerkin) est définie sous la forme 


QnATn = ON, Tn € Aa 
C’est un cas particulier de l’approche générale discutée au $ 26. 


Théorème 28.1. Supposons vérifiées les conditions suivantes: 
a) Qhy E€ R (Q,AP,), i.e. les équations approchées sont résolubles ; 
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b) P,x— x (n— œ) sur chaque solution exacte x; 

c) Qny > y (n— œ); 

d) || Q Az — Q,AP,x || — 0 (n— œ) sur chaque solution exac- 
te x, i.e. la condition d'approrimation est vérifiée ; 

e) | Qnrázn I| > vy |l zn || pour tout x, E€ X, et tout nEN, où 
y est une constante strictement positive, i.e. la condition de stabilité 
est vérifiée. 

Alors les solutions exacte et approchées sont définies de façon uni- 
que, le schéma de Galerkin est convergent, et on a la majoration 


I| £a — z I| <S Il Paz — z I| +~ I QuAz — QnAPax |l 


Soient X,, Y „ des sous-espaces de dimension n, {pt}. une 
base dans X,, {y{}*_, une famille de fonctionnelles linéaires bior- 


thogonale à cette base. On peut alors définir l'opérateur D. comme 
suit : 


Pat = > (T, ye) p. 
i=1 


Soient de même {z?}*_, une base dans Y,„ et {}"_, une famille 


de fonctionnelles linéaires biorthogonale à cette base. Alors 


n 


Qay = 2 (y, Wp) 2. 


=1 


Cherchant une approximation de Galerkin x, sous la forme 


n 
En = 2: Ep 
1— 


et la portant dans l'équation approchée, on obtient pour E, ... 
..., 69 un système d'équations linéaires: 


n 


> (Aan), d El = (y, pen), k =: 1, 2, s.. À. 


Signalons un cas particulier où X, et Y , sont les enveloppes liné- 
aires des n premiers vecteurs des familles {p;};-1 et {z:}x—1 respective- 
ment. On peut alors choisir les familles Te: KC: et {pr }r=1 indépen- 
dantes de n. 


. P . 
28.1. Soit x, E Xn, nEN. La notation x, — z (n— œ) si- 
P 
gnifie que || zn — P,x || — O pour n — œ. Montrer que si x, — x 


P MN 
et y, — y (n —+ œ), on a ax, + y, —> ax + bp, où «à, D sont des 
scalaires quelconques. 
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28.2. On dit que le point x € X est une P-limite (ou limite de la 
suite de sous-espaces Xn, Xn n = P,X, nEN) si P,x—x pour 
n — œ. Soit x une P-limite. Montrer que la suite {x,} est P-con- 
vergente vers x si et seulement si {x,} converge vers x dans X. 

28.3. Si chaque élément x de X est une P-limite, on dit que la 
suite de sous-espaces X, est P-dense dans X. Montrer que si la suite 
{Xn} est P-dense dans X, toute suite convergente dans X est P-con- 
vergente. 

28.4. Soient 


n 


DEA (x, gp gt), Quy = à (y, oh se) 


i—1 


où les familles Ten, et Qi Ji= i, Ge et IRAN sont bior- 
thogonales. Montrer que Ph OS 

28.5. Soient œw, > 0, IQ, EES A EL (X, Y), et soit z 
une P-limite, de telle sorte que I| z — Panz || = o (w,') pour n — œ. 
Montrer que la condition d’approximation est vérifiée sur x. 

28.6. Soient deux familles libres a ICH {p;} € D (4*), 
i, j E€ N, telles que (Ae: pi) =ô; i, JEN. Posons 


P,x— 2 (x, Abo: 


Qny = gd (Y, p:i) Ai. 


(C’est un schéma des moindres carrés.) Montrer ou on a alors || Q, 4x — 
— Q,AP,x || = 0 pour tout x € D (À), i.e. que la condition d’appro- 
ximation est vérifiée de façon exacte. 

28.7. Soit À = À, + Aa, Supposons que la condition d’appro- 
ximation soit vérifiée pour chacun des opérateurs À,, Á>. Montrer 
qu'elle est vérifiée aussi pour À. 

28.8. Soit || Az || > a || x || pour tout x E D (A) et || Qayn || > 
> B || yn || pour toute suite de y, E€ AX,, où a, P sont des constan- 
tes strictement positives. Montrer que l’approximation de Galerkin 
est stable avec la constante y = af. 

28.9. Soit À un opérateur dans un espace de Hilbert réel H. 
Supposons que pour tout x € D (4) 


(Ax, x) > y (x, &), 


où y >Q est une constante. Montrer que (P,Ax,, za) > y || zn IP 


pour toute suite de x, € X,. En déduire la stabilité de l’approxi- 
mation de Galerkin. 


28.10. Supposons que dans le schéma des moindres carrés de 28.6 
l’ensemble D (A) soit dense dans X et que pour tout x € D (A) 
I| Ax || >v Il z l, 
141—0935 
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où y est une constante strictement positive. Montrer que ce schéma 
est stable. 

28.11. Les notations et hypothèses étant celles de 28.10, mon- 
trer que le schéma des moindres carrés vérifie la majoration 


|| £n — 2 Il Sv ll Ony — y | 


et que, par conséquent, le schéma est convergent pour Q y — y 

28.12. Soient H un espace de Hilbert et A: H — H un opérateur 
linéaire défini sur un ensemble D (A) dense dans H. Vérifier que la 
fonctionnelle 


p (x) = || 4x — y |? 


présente son minimum sur la solution de l'équation Ar = y. 
28.13. Les notations et hypothèses étant celles de 28.12, sup- 
posons que ge, i € N, soit nne famille libre dans H. Cherchons 


n 


une solution approchée x, = D, cap: telle que 


i=1 


n 2 | 
P (ln JS ecäg y | = MIN. 


Ecrire le système d'équations pour ci, C2, - . +, Cne Montrer que 
cette méthode (la méthode de Ritz) conduit au schéma des moindres 
carrés. 

28.14. Soient Xn, Y , des sous-espaces de dimension n. Montrer 
que si le schéma de Galerkin est stable, les équations approchées 
admettent chacune une solution et une seule. 

28.15. Soient X, Y deux espaces de Hilbert, Pa, Qn des ortho- 
projecteurs, 


n 


gës? (£, Pr) P Qny = D (y, Vi) Vi. 


Montrer que la condition de stabilité peut être définie par 


Calculer les coefficients c;;, i, j = 1, 2, ...,n. 
28.16. Soit A = À, + Oh un opérateur dans un espace de Hil- 
bert réel H. Supposons que pour tout x € D (A) 


(4x, x) > Yı li T IF, (Az, x) > Y2 |l T IP U 


ou Vi V2 sont deux constantes telles que yı + Yə >> 0. Montrer 
que l'opérateur À vérifie la condition de stabilité (au sens de Galer- 


kin). 
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28.17. Soit dans H = L, [0, 1] l'opérateur Ar = — E défini 
sur l’ensemble D (4) de fonctions x (t) deux fois continûment déri- 
vables sur [0, 1] et vérifiant les conditions aux limites x (0) — 
— x (1) = 0. Choisissons dans H une famille d'éléments gr = 
= þ = V2sin kat, k€ N, en termes de coordonnées et de pro- 
jections à la fois. Alors 


Q,x = WEE (x, Px) Pr. 


Montrer que: 
a) I| Pa = 1; 
b) P,Ar= > kn? (z£, Ph) Pr = APnx, d'où P AP E PhAxz=0 
k=1 
pour tout x € D (A), i.e. la condition d’approximation de Galerkin 
est vérifiée. 

28.18. Considérons dans L, [0, 1] l'opérateur Az (t) = c (t) x (t), 
où c (t) est une fonction continue sur [0, 1]. Définissons P, = Qn 
comme dans 28.17. Utilisant 28.6, montrer que l'opérateur À vérifie 
la condition d’approximation de Galerkin. 

28.19. Soit A = À, + Aa avec À, de 28.17 et A, de 28.18. 
Utilisant 28.7, vérifier que À satisfait à la condition d’approxima- 
tion au sens de Galerkin. 

28.20. Soit A l'opérateur différentiel de 28.17. 

a) Montrer que pour tout x € D (A) on a 


1 
(Ax,x) — | x'?(t) dt 
0 


b) Utilisant 22.19, montrer que pour tout À on a (Az, x) > 
> n° (x, x). 

c) Utilisant 28.9, montrer que À vérifie la condition de stabilité. 

28.21. Soit À l'opérateur de 28.18, avec c (t) > à partout sur 
[0, 11. Montrer que pour A on a (Ax, x) > a (x, x). 

28.22. Soit À = À, + A», où À, est de 28.17 et À, de 28.21. 
Supposons que o >> —n°?. Montrer que À vérifie la condition de sta- 
bilité. 

28.23. Soit une fonction y (t) continue sur [0, 1]. Considérons 
le problème aux limites 


—2x" + c (t)z = y, x(0) = zx (1) = 0. 


Soit Ph = Yp = V2 sin knt, kEN. 
11* 
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a) Montrer que les approximations de Galerkin de la solution 
de ce problème se présentent sous la forme 


n 
Tn (9 = 2 Zut DI 
où les coefficients E, Ba... En sont définis par le système d’équa- 
tions linéaires 


(kn)? En +2 Cibi = Ng, Lil, 2, ..., n. 
i= 
b) Chercher l'expression de c;, et den pour i, k = 1, 2, 


| 28. 20. Utilisant 28.17 à 28.23, vérifier que les hypothèses du 
théorème de la convergence du schéma de Galerkin sont vraies pour 
le problème aux limites de 28.23. Majorer la vitesse de la conver- 
gence des approximations de Galerkin vers la solution exacte. 

28.25. Soit A € L (X, Y). Supposons que les opérateurs Q,A4P, 
soient continûment inversibles et que 


IA Tafel) Ek 
pour n EN. 

a) Montrer que la condition de stabilité au sens de Galerkin 
a lieu. 

b) Soit A continûment inversible. Supposons que la solution 
exacte x soit une P-limite et que || Q, I| < c. Montrer que la con- 
dition d’approximation de Galerkin est vérifiée et qu’on a la majo- 
ration 


I| zn — x |S ye A NI Pae — x |l 


28.26. Soient Y = X, A = I — K, KE £ (X), Q, = Pan. Sup- 
posons que les opérateurs 7, — P,KP,, où 7, est un opérateur iden- 
tité dans PX soient continûment inversibles et que pour tout 
CN on a 


IO, — Pan KPa)> IS Y 


Montrer que le schéma de Galerkin est stable. 

28.27. Les notations et hypothèses étant celles de 28.26, sup- 
posons que les opérateurs I — K et I — P,K, n € N, soient conti- 
nûment inversibles et que pour tout n € N 


| PaK — K |I <9 I| Z ET, 
où q E€ 10, 1[. Démontrer la stabilité du schéma de Galerkin avec 


_ HAT 
— y RS 
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28.28. Les notations et hypothèses étant celles de 28.26, soient 
P,K— K (n— œ) et P,x — x (n— œ). Montrer que: 

a) le schéma de Galerkin vérifie les conditions d'approximation 
et de stabilité ; 

28.29. Les notations et hypothèses étant celles de 28.26, sup- 
posons que P,K— K et P,y—y pour n— œ. Démontrer la 
majoration 


tn — z ÎI < vy Pay — y Il +y IC — K PAK — K Iy I- 
28.30. Considérons dans Z, [0, 1] l’opérateur intégral 


1 
Ka | K, s) z (s) ds, 
0 


4— s? 


K (t, s) = 4— 4s cos nt +s? ° 


Choisissons dans ŽL, [0, 1] une famille de coordonnées 9x = 
O= y2 cos knt, k€ N, et construisons les projecteurs 
Panzi (x, Pr) Pr- 
Montrer que P ,K — K pour n — œ. 
28.31. Considérons dans L, [0, 1] l'équation intégrale de Fred- 
holm de deuxième espèce 
1 


x (t) — | K (t, s) x (s) ds = y (t). 


0 


Choisissons dans L, [0, 1] une famille de coordonnées 4 (t), k € N. 

a) Ecrire le système définissant les coefficients de l’approxi- 
mation de Galerkin. 

b) Démontrer la convergence du schéma de Galerkin pour le cas 
de 28.30. 

28.32. Considérons dans C [0, 1] l'équation intégrale de 28.31 
avec y (t) € C [0, 1] et le noyau K (t, s) continu pour O < t,s <1. 
Posons 


Paz= Qnr =), Ejo; (t), 
i=1 


où les fonctions w; (t) sont celles de 27.8. 
a) Ecrire le système d'équations définissant les coefficients 


Eos Ei e. 9 En: 
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b) Soit max |K (t, s) | — k< 1/2. Montrer que pour n > 
t,:€[0, 1] 


> mE les équations approchées admettent une solution et une 
seule et que le schéma de Galerkin est stable. 


c) Démontrer la convergence du schéma de Galerkin. 
28.33. Considérons sur [0, (Je problème de Cauchy 


Az =x + c(t) x = y (t), x (0) = 0, 


où l'opérateur A est défini sur l’espace D (A) de fonctions de 
Ht [0, l] vérifiant la condition initiale x (0) — 0, à valeurs dans 
R (A) = L, [0, l] (on suppose que c (t) € C [0, Ur. Munissons [0, l] 
d’un réseau uniforme de pas t et introduisons les projecteurs 


où œ; (t), i = 0, 1, ..., n, sont des fonctions de base du sous-espace 
des fonctions-spline linéaires (voir 27.8) et 0; (t) la fonction caracté- 
ristique de l'intervalle [#;_,, t;l, i = 1, 2,..., H 

a) Calculer (Aw;, 8;), (y, 8;) et écrire le système définissant les 
coefficients E, Ei... En de l'approximation de Galerkin 


n 
En = Ai Cem: (t). 
i=1 
b) Montrer que pour le lena y < 1 on a une approximation 
de Galerkin et une seule. 
c) Pour étudier la convergence, posons z = x — zn. Montrer 
que z est solution du problème de Cauchy 


2 +c (t)z=f (t), 2(0)=0, 
où f (t) € L. [0, ll et Qf — 0. Utilisant ce résultat, montrer que, 
si f E€ L, [0, l], on a 
Il Z Jaen W = 0 (T2) 
pour t — Q, et si de surcroît f (t) est bornée, alors 


SEI 


I Z UI l] 
pour t —+ 0. 
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$ 29. Méthode des opérateurs monotones 


Soient X un espace normé séparable réel, X* le dual de X, À : X —- 
— AT un opérateur non linéaire, D (A) = X, Hick On 
dit que l'opérateur À est monotone si pour tous x, yEX on a 
(x — y, À (x) — À (y)) > 0. Si cette inégalité devient stricte pour 
x Æ y, on dit que À est strictement monotone. S'il existe une fonction 
c (t) continue et positive pour t > 0 telle que c (0) = 0, c (t) ZU 
pour ZU. c (ft) — œ pour t—> œ et telle que {x — y, À (x) — 
— A (y))>c(xz — y |) y — zx, on dit que À est fortement 
monotone. L'opérateur À est dit coercif s’il existe une fonction y (t) 
définie pour { > 0, qui tend vers + quand { — + et qui pour 
tout x € X vérifie l'inégalité (x, À (x)) > y (Ilx |) [x ||. On dit 
que -{ est demi-continu en x, € X si la convergence de x, vers zo 
pour la norme de X implique À (x,) — À (z) (n — œ) faiblement, 
i.e. (x, À (£n)) —+ (x, À ali (n — œ) pour tout x € X. 


Théorème 29.1. Soit un opérateur À qui applique un espace de 
Banach séparable réel X dans l’espace X*. Supposons que A soit forte- 
ment monotone et demi-continu. Alors l'équation À (x) = y a une 


solution x et une seule pour tout y € E, 
Dans le cas décrit dans le théorème 29.1, on cherche une solution 


approchant X par la méthode de Galerkin. Soit {X,}, n € N, une suite 
P-dense dans X de sous-espaces de dimension n avec la base Tou": 
L'approximation de Galerkin 


n 
n=) Buerg 
ell 
y est cherchée à l’aide du système d'équations 
(P, AL = (ET, y), k=1, 2, ...,n. 
Théorème 29.2. Dans le cas du théorème 29.1 il existe pour tout n 
une approximation de Galerkin x, et une seule de la solution exacte x. 


On a tn >x (n— œ) en norme de X. Si || A (u) — À fois 


< K || u — v || dans une boule S qui contient toutes les x, ainsi que x, 
la vitesse de la convergence vérifie la majoration 


tn — 2 || < c> (K) || z — Paz |l, 


où c (t) est la fonction indiquée dans la définition d'un opérateur forte- 
ment monotone et P, un projecteur sur X,. 


29.1. Supposons que l'opérateur f: R — R vérifie la condition 
(x — y) [f (x) — f (y) = 0 pour tous x, y € R. Montrer que f est 
un opérateur monotone. 
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29.2. Supposons que l'opérateur f: R— R vérifie la condition 
(x — y) If (à) — f (y) >a | x — y P pour tous x, y ER, où a > 0 
est une constante. Montrer que f est un opérateur fortement mono- 
tone. 

29.3. Montrer que la fonction f (x) = 2x + x + 1, z € R, définit 
un opérateur fortement monotone dans 

29.4. Soit une fonction f (x), f: R —> R. Supposons qu'elle soit 
dérivable sur R et que f’ (x) >a sur R, où a est une constante. 
Montrer que f est un opérateur monotone si o > 0 et un opérateur 
fortement monotone si oU. 

29.5. Soit A: E*— EF un opérateur défini pour tout z = 


= {x,}i=, dans ER, tel que 


fa (Zis al 
A (x) = | ses | 
fr (£4; see? Tr) 


Vérifier que si pour tout x € EF on a 
k 


k 
à Le Yi) lfi (tas +, 2x) — fi (Yis -- Mulle A | x; — y; |’, 


où c est une constante, alors À est un opérateur monotone pour 
c > 0 et fortement monotone pour c >> 0. 

29.6. Soit À l'opérateur de 29.5, et soit k = 2. Supposons que 
les fonctions coordonnées f,, fa admettent en tout point de Æ? des 


dérivées partielles Er. i, j = 1, 2, et qu'en tout point de E? on a 
J 


Si >a, i=1, 2; e, D iÆj; i, j=1, ?, 


ofi 
0x; 


où Q, d sont des constantes. Montrer que l’opérateur À est monotone 
si P < a et strictement monotone si $ < a, avec c (t) = (a — B)é. 
EW 7. Montrer que l'opérateur A: E? — F? 


A -(; zi + ti — 2ra + 1 
(2) = 2x7 + z, + 579 — A 


est fortement monotone. 

29.8. Soit un opérateur fortement monotone A: X — X*. Mon- 
trer que À est un opérateur coercif avec y (t) = c (t) — || À (0) Il 

29.9. Soit un opérateur coercif A: X — X*. Montrer que 
(x, A (x)})— +œ pour || x || —> +o. 

29.10. Soit un opérateur coercif A: X — X*. Montrer que 
IA (x) |> +œ pour || z ln oo. 

29.11. Soient H un espace de Hilbert et À : H —> H un opérateur 
défini sur D (A) = H. Formuler les conditions dans lesquels A est 
monotone, fortement monotone, coercif. 
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29.12. Soit À € £ (H) tel que pour tout x € H on a (Az, x) > 
> y (x, x), où y >O est une constante. Montrer que À est forte- 
ment monotone et coercif. 

29.13. Soit un opérateur f: R — R continu et monotone sur R. 
Supposons que f (x) — œ pour z— œ. Montrer que l'équation 
f (x) = 0 admet au moins une solution dans R et que cette solution 
est unique au cas où f est strictement monotone. 

29.14. Vérifier que la fonction 


xi—5 pou zr<-—1, 
f (x) = x+2 pour —1 Lrz<1, 
x'+4 pour ri 


est monotone et tend vers Loo quand rz +œ; en même temps 
f est discontinue et l'équation f (x) = O est sans solution. 
29.15. Soit un opérateur f: R— R continu et fortement mono- 
tone. Montrer que l'équation f (x) = 0 a une solution et une seule 
dans R. 
29.16. Supposons que la fonction de deux variables f (x, t), 
f: E? —> R, soit continue sur E? et que pour tous x, y, t ER elle 
- vérifie l'inégalité 
(z — y) If (z, D — f U, M>clr-y 


dans laquelle c œ Q est une constante qui ne dépend pas de t. Mon- 
trer que l'équation f (x, t) = 0 définit sur R une fonction implicite 
unique æ = ọ (t) continue sur R. 

29.17. Généraliser le résultat de 29.16 au cas où ż est élément 
d'un ensemble connexe ouvert ou fermé contenu dans EN. 

29.18. Soit f (x, t) une fonction continue dans Æ? et telle que 
f, (x, t) > c> 0. Montrer que la proposition de 29.16 a lieu. 


29.19. Soit un opérateur À (x) = 1. (£i, Tal 
| | E f EI Lo) 


x 
que pour tout x = (7) € Ei l'opérateur À soit continu et que de 


2 
surcroît À soit fortement monotone, de telle sorte que 


(ti — Y1) (fı (is La) — fı (Yis Hall + (z2 — Ya) Us (Ti, Le) — 
— fa (Yis Hall > c Lai — lf + (te — y], 


) ; supposons 


où c > 0 est une constante. Montrer que l'équation fa (£i, £a) = 0 
admet pour tout x, € R une solution x, = ọ (xı) et une seule et que 
cette solution est continue sur R. 

29.20. Les notations et hypothèses étant celles de 29.19, consi- 
dérons un opérateur À, (xı) = f (zı, ọ (zı). Montrer que 4, est 
continu et fortement monotone sur R. 
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29.21. Les notations et hypothèses étant celles de 29.19, mon- 
trer que l'équation À (x) = 0 a une solution et une seule dans Er, 

29.22. Supposons que l'opérateur A: E*— ER soit continu 
dans ER et fortement monotone pour c (t) = ct, où c >> 0. Montrer 
par récurrence sur k que l'équation À (x) = 0 a une solution et une 
seule dans EN. 

29.23. Soit un opérateur A: E? — E* continu et monotone. 
Montrer que pour cz 0 l'opérateur À, (x) = À (x) + cx est continu 
et fortement monotone avec c(t) = ct. 

29.24. Soit un opérateur A: E" — ER. Supposons qu'il existe 
un rs 0 tel que (x, À (x)) > 0 pour tout x tel que [x >r. 
Montrer que pour [x [| >r on a (x, À, (x)) > 0, où l'opérateur 
À, (x) est défini dans 29.25. 

29.25. Supposons que l'opérateur A: E? — E* soit continu, 
monotone et vérifie la condition de 29.24. Montrer que l'équation 
A (x) = 0 a une solution dans ER A cet effet, considérer les opé- 


rateurs À, (x) = À (x) + L zx, n=1,2,..., et, utilisant les 
résultats de 29.23 et 29.24, montrer que: 

a) chaque équation À, (x) = 0, n = 1, 2, ..., admet dans Ei 
une solution x, et une seule ; 

b) les solutions x, vérifient l'inégalité [|[x, | <r, n = 
= 1, 2,...3; 

c) on peut extraire de {x,} une sous-suite {x,,}, k € N, qui con- 
verge vers la solution x, de l'équation À (x) = 0. 


Dans les problèmes 29.26 à 29.38 on considère sur [0, l] le pro- 
blème aux limites 


Lr (t) — f (t, x (t)) = 0, 
D*x (0) = Dx (L) = 0, 
k—=0,1,...,m—1, 


contenant une expression différentielle formelle (m > 1) 
EIERE D” {Ph (t) D” x (0). 
R=0 


Ici J = L est l'opérateur de dérivation, les coefficients P, (t) € 
€ CIO, l, k=0,141,..., m, et la fonction f (t, x) est continue 
dans la bande # € [0, ll, x E ]—oo, œl. 


Soit H"[0, 1] l’espace vectoriel de fonctions m fois contunû- 
ment dérivables sur [0, l], muni d’un produit scalaire 
l m 
0 


i=0 
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(xt (t) = x (t), y® (t) = y (t)). Son complété est un espace de 
Hilbert, appelé espace de Sobolev et noté H"I0, l1]. Les éléments 


ajoutés à Dino, 0 pendant sa complétion peuvent être identifiés 
avec des fonctions de C™-~! [0, L] qui admettent des dérivées distri- 
butionnelles. On a une proposition sur l'immersion de H"[0, U 
dans C™-! [0, l], analogue au théorème 4.1. 
Considérons dans H"[0, l] le sous-espace 
H®{[0, 1] = {x (t) € H” [0, U: ZÂx (0) = 
= Dz (D = 0, k=0, 1,..., m — 1}. 


On dit que la fonction x (t) € H"[0, I] est une solution généra- 


lisée du problème aux limites en question si pour tout z € Dain, 1] 
on a l'identité intégrale 


l 
a (x, à= | S Pp (t) D? x (t) Zhz(t) dt= | ft, x (t)) z (t) dt 
0 k=0 0 


29.26. Montrer que pour tout x € Dm [0, l] l'expression a (x, z) 


est une fonctionnelle bornée linéaire en z € H"[0, I] et qu’on peut 
donc la mettre sous la forme 


a (x, 2) = (x, Z)ągm po, y= (4%; Z) am Lo, nm: 


29.27. Montrer que AC oe (H” [O, J, Hm IO. (Ir. où l'opéra- 


teur Az = x est défini dans 29.26. 
29.28. Supposons qu’il existe une constante œ œ> 0 telle que 


pour tout z € H"[0, l] on a 


a(x, 2) >a||x IR 


Utilisant 29.12, montrer que l’opérateur À est fortement monotone. 
29.29. Montrer que pour toute fonction f (t) € L, [0, I] lex- 
pression 


l 
f f (0 z (t) dt 
0 


est une fonctionnelle bornée linéaire en z € Dn [0, l] et qu’il existe 
donc une fonction y € Dn IO. l] et une seule telle que 
l 


| TO z (t) dt = (y, Slam. mn 


0 
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29.30. Considérons dans Dm [0, I] l'équation Az = y, où A et y 
sont définis dans 29.26 à 29.29. Les notations et hypothèses étant 
celles de 29.28, montrer que cette équation a une solution et une 
seule, à savoir la solution généralisée du problème aux limites liné- 
aire initial avec f (t, x) = f (t). 

29.31. Soient m = 1, P, (t) = 1. Supposons que la norme dans 


Di [0, l] soit engendrée par le produit scalaire 


(x, y)», [O, 2] 


l 
— | z' (t) y’ (t) di. 
0 


Soit G (t, s) la fonction de Green pour l'opérateur de Sturm-Liou- 
ville Ux = —x", x (0) = x (1) = 0. Montrer que l'équation intro- 
duite dans 29.30 est l’équation intégrale de Fredholm de deuxième 
espèce 


l l 
z(t) + f G (t, s) P, (9) z (8) ds= lem, s) f (9) ds. 


0 0 


29.32. Montrer que, la condition imposée dans 29.28 étant 
vérifiée, le produit scalaire dans H™ [0, l] peut être défini par 


(£, 2)ym po, = 4 (z, 2). 
29.33. Utilisant 29.29, montrer que le problème aux limites 


linéaire initial admet (pour f (t, x) = f (t)) une solution généralisée 
x = y et une seule, avec y tel que 


l 
| Oz dt= D Damgo, iy 
0 

29.34. Montrer que pour tout æ € H"[O, 1] l'expression 


l 
Ir, z0) z) dt 
0 


est une fonctionnelle bornée linéaire en z € H” [0, {let qu’il existe 


donc un opérateur linéaire ® (x) et un seul appliquant H"[0, 1] 
dans lui-même et tel que 


l 
E x (8) z (idt = (D (2, Sanna y 
0 
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29.35. Les notations et hypothèses étant celles de 29.28, sup- 
posons que 


[f (t, zı) — f Zell (£1 — te) < 0 


pour tous zı, Ze € ]—œ, Lol et ż€[0, 1]. Montrer que l’opé- 
rateur F (x) = A — © (x) est fortement monotone et que le pro- 
blème aux limites admet donc une solution généralisée et une seule. 


29.36. Soit H. un sous-espace de dimension n dans A” [0, 11. 
Définissons une approximation de Galerkin x, € H, de la solution 
généralisée du problème aux limites initial comme fonction qui 
pour tout z, € H, vérifie l'identité intégrale 

a EI? Zn) = (f (t, En), Zn)Lo[0, L]: 
Montrer que x, est unique. 

29.37. Soit {oz (t)}:—1 une base dans H. Montrer que l'identité 

intégrale pour 


est équivalente au système d'équations 


n 


D a (u@m)En= (F (t D Bel, gel. n? 
m=1,2,...,n. 


29.38. Soient m = 1, f (t, x) = f (t). Considérons le sous-espace 
de fonctions-spline linéaires qui s’annulent pour { — 0 et t — 1 
(voir 27.8). Posons 


n—1 


nu Ai EROR (t). 


a) Calculer pour ce cas a os, on) et (Y, @m)roro, 1 k, M = 
= 1, 2,..., n — 1. 

b) p orire le système d'équations de Galerkin pour Ë,, £, . .. 

E Én-i. 

c) Démontrer la convergence du schéma et majorer l’ordre de 
Us, — æ Ileto, 1: 

(Nous n'avons pas indiqué, dans les problèmes 29.37 et 29.38, 
de quelle façon les fonctions de base Te, (OI: et les coordonnées 
{Ea E dépendent de la dimension n du sous-espace H.) 


CHAPITRE 8 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DE L’EXTRÉMUM 
ET D'ANALYSE CONVEXE 


§ 30. Conditions nécessaires 
de l’extrémum d’une fonctionnelle 


Soit ọ (x) une fonctionnelle dans l’espace vectoriel normé réel X, 
définie dans le voisinage S d’un point Za On dit que ọ (x) a un 
minimum local (resp. un maximum local) en x, s’il existe un voisinage 
Sı Œ S de x, tel que ọ (x) > ọ (x) (resp. ọ (x) < ọ all pour tout 
x € Sı. Si ọ (x) a un minimum ou un maximum local en Za, on dit 
que ọ (x) a un extrémum local en Ze, 

Soit F (x) un opérateur non linéaire défini dans le voisinage A 
du point x, d'un espace de Banach X, à valeurs dans un espace de 
Banach Y. Si pour tout k € X il existe une limite 


lim 2 Et TE) = ÔF (rar h), 


t—0 


on dit que cette limite est la première variation de l'opérateur F (x) 
en Za, Si ÔF (x; k) = Ah, où A E€ L (X, Y), on dit que l'opérateur 
F est différentiable au sens de Gâteaux en x, et A = ¢' (xo). 


Théorème 30.1. Supposons que la fonctionnelle ọ (x) soit définie 
au voisinage du point Za, ait un extrémum local en x, et admette en Zo 
la première variation ðọ (x, ; hk). Alors äm (Go: k) = 0. 

Corollaire. Si dans le cas du théorème 30.1 X est de Banach et 
(x) est différentiable en x, au sens de Gâteaux (de Fréchet), on a 
p (to) = 0. 

En calcul variationnel classique, on prend comme X l’espace 
Clés, El de fonctions z (t) continues sur [#,, let vérifiant les con- 


ditions x (tə) = z (t) = 0, ou l’espace C"[é,, 4] de fonctions 
x (t) n fois continôment dérivables sur Té, t,l et telles que x) (t) = 
= ZU (Al — 0, k — 0, 1, ..., n — 1. On considère alors les fonc- 
tionnelles 


ICE | F (t, £, x') dt, (1) 
to 
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ti 
p(z, y) = | F (t, z, y, az, y')dt, (2) 
to 
ti 
dE F (t, x, z', 2", ..., at) dt (3) 
to 


On dit que l’extrémum de la fonctionnelle est fort si le voisinage 
Sı dans lequel l'inégalité a lieu est considéré au sens de l’espace 


Ĉ IG, él, et qu'il est faible si ce voisinage est considéré au sens de 


c” Di t], n > 1. 

Si la fonction F dans (1) à (3) est suffisamment lisse, la condition 
nécessaire de lextrémum découlant du théorème 30.1 se présente 
comme suit: 

pour la fonctionnelle (1) c’est l'équation d’ Euler 


e d re 
Fr —— Fs = 0 ; (4) 
pour la fonctionnelle (2) c’est le système d'équations d Euier 


F; — F0, 
’ d re (5) 
Fy — dt Fy — 0, 
pour la fonctionnelle (3) c’est l'équation d'Euler-Poisson 
€ d € d? € n d” / 
Fi — Pets Fer... + (—1) gr Fun = 0. (6) 


Une fonction ou une paire de fonctions dans l’espace considéré 
est appelée extrémale si elle est solution de (4), (5) ou (6); l'existence 
d’une extrémale n’est pas garantie d'une façon générale. 

Si l’extrémum des fonctionnelles (1), (2) ou (3) est cherché dans 
la classe des fonctions vérifiant les conditions aux limites non homo- 
gènes 

x (to) = Xo, z (t) = 2 (7) 
ou 

LÈ) (to) = af), 209 (t) =, k—0,1,...,n—1, (8) 


les conditions nécessaires (4) à (6) restent valables mais l’extré- 

male pour (4) à (6) doit vérifier aussi les conditions (7) ou (8). 
Supposons que la courbe x = x (t) soit solution du problème varia- 

tionnel à limites variables, i.e. réalise l’extrémum de la fonctionnelle 
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ei (FE, x, ed 


Y 


parmi toutes les courbes y de classe C+ reliant des points arbitraires 
de deux courbes lisses données x = f, (£), x = f, (t). Il ressort du 
théorème 30.1 que pour chercher les extrémales dans le problème 
à limites variables, on doit: 

1) écrire et résoudre l'équation d’Euler (4) en vue d'obtenir une 
famille d'extrémales x = f (t, Cı, Cə) dépendant de deux para- 
mètres Ci, C3; 

2) compte tenu des conditions de transversalité 


[F + (fi e Fr] Vito = 0, 
[F + (fa r’) Ball = 0 


et des équations 
f (tos Ci; Ca) = fı (to); 
f (ts Ci, Ca) = fə (ti), 


déterminer les points tọ, bh et les constantes C4, Co. 
Supposons que la courbe y fasse passer par l’extrémum la fonc- 
tionnelle 
ti 
@ (x) = | F (t, x, x’) dt, 
to 


vérifie les conditions aux limites x (t) = zo, x (ti) = x, et soit 
différentiable par morceaux, i.e. susceptible d'admettre un saut de 
dérivée (point anguleux) en un point t tel que to < Tt < t. Alors 
Fxli= = 0, et il découle du théorème 30.1 que l’extrémale doit 
vérifier au point anguleux les conditions de Weierstrass-Erdmann 


elen Fr [t=1+0 = 0, 


9 
(F — x' Fz) |t=1-0 — (F — x' Fa) [t=1+0 = 0. " 
Sur chacun des intervalles fermés [t,, t] et [t, 4] l’extrémale doit 
vérifier l'équation d’Euler (4). Les quatre constantes arbitraires 
intervenant dans la solution de (4) peuvent être définies en général 
à partir des conditions aux limites, des conditions de continuité de 
l’extrémale et des conditions de Weierstrass-Erdmann (9). 
Supposons que la fonction x = x (t) soit solution du problème 
isopérimétrique de l’extrémum lié, i.e. qu’elle fasse passer par l’extré- 
mum la fonctionnelle 
t: 


db (x) = | F (t, T, a dt, 


to 
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étant donné les conditions aux limites x (t) = Za x (t) = x et 
la condition | 
Li 
p (x) = | G (t, x, x')dt=C. 
to 
Il découle du théorème 30.1 qu’en cherchant les extrémales dans le 
problème isopérimétrique, on doit: 
1) écrire la fonctionnelle de Lagrange L = ọ + Ab: 
2) écrire et résoudre l'équation d’'Euler (4) pour la fonctionnelle 
L en vue d'obtenir une famille d’extrémales x = f (t, Ci, Ca, À); 
3) déduire les valeurs des constantes C}, C, et du paramètre A 
à partir des conditions aux limites et de la condition 4% (x) = C. 
30.1. Montrer que tout extrémum fort de la fonctionnelle (1) 
est en même temps un extrémum faible. 


30.2. Considérons dans CL [0, n] la fonctionnelle 


JL 
q (x) = | x? (1— x°?) dt. 
0 


a) Montrer que œ (x) passe par un minimum faible sur x = 0. 
b) Posant x, (t) = — sin nt, nEN, vérifier que ọ (x) ne passe 
n 


pas par un minimum fort sur z (t) =Q. 
30.3. Montrer que pour la fonctionnelle 
ti 
@ (x) = | F (x, x") dt 
to 
l'équation d’Euler (4) peut s'écrire 
F— az 
où C est une constante arbitraire. 
30.4. Chercher les extrémales des fonctionnelles dans la classe 
des courbes lisses : 
1 
a) p (1) = | (+224 2e!) dt, x (0) =0,5, z(1)=e; 


( 
0 


b) pu) | H2x—a?) dt, zt ls le (0) =0; 


i 
2 

c) q(x) — | (x'2+9xx' +r) dt, z =1, x(2)=e; 
1 


12—0935 
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e 
d) o(x) = | (tx? xx") dt, x (1)=0, x(e)=1: 


e) p (x)= | zz'?dt, x (0) =1, x (1) = ÿ4; 


On, bb Led 


D ọ (x)= | (4x cost+x"2— x?) dt, x (0) =z (n) —0; 
0 


an 


g) (x) = | (x'2— 2?) dt, x (0) = x (27) = 1; 
0 


ti 
h) g(a) = läis + (+e) s'l dt, 2 (to) =t T (t) = 23 
te 


d 
 oeidc | (+t) dt, z(0)=0, z (1) =z; 
0 


7/4 ` 
dick f (x'?— 2°) dt, x (0)=1, sl2l- E, 


0 
NEE 1 - 
k) ọ (x) — | (Gei — x?) dt, x (0) =1, x (1) =e; 


I) p@= la (+ #22") dt, x (1)—3, x (2) =1; 
1 


2 m 
m) eii- | Vit? dt, à (0) =2, z (2)=0, a 
0 


ti 
n) px) = | VII eädt, x(t) bn 2 (t) =t 


to 


30.5. Chercher les extrémales des fonctionnelles contenant des 
dérivées d'ordres supérieurs: 


1 
a) ph) =F | 2”?dt, x (0) =z (1)=0, x (0) =0, x (1)=1; 
0 


1 
b) ọ (x) = | (x2+ 2x'2 + x"2) dt, x (0) =z (1) =0, x’ (0) —1, 
H 
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x’ (1) = —sh1; 
ti 
o pl) = | Ea) dt, £) ge (t) = En a (t) = t, 
to 
z’ (t) =2;; 
ti 


d pl) = | (2+ aa’) dt, z(t) e EU) =t 2 (t) =t 
to 
ZC (tı) = fu 


Di /2 


g) g(a) = | C40z—2"?)dt, x(—1)=1, x(0)=0, x (—1)= 
= —4,5, x di z" (—1)=16, z” (0) = 
h) ọ (2) = 1 (ez 1. ammdr, x (0) 0, x(1)=sh1, x’ (0)—1, 
x’ (1)=ch1. i | 


30.6. Chercher les extrémales des fonctionnelles dépendant de 
plusieurs fonctions : 
7/4 
E , N 
a) ọ (z7, y) = | Cy—4r+22— y’? dt, x (0)=0, z EE 
0 


vm =0, y( +) =1: 


b) plr, y= | (2ie—r2 +4) dt, z (—1)=2, x (1) =0, 


-1 
y (—1)= —1, y (1)=1; 
n/2 
c) eis, y)= lieu 21y) dt, z(0)=0, z (+) =1, 
0 
12* 
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y (0) —0, y (5) = 1; 
1 
d) (x, y) — | (x'?+y'2+ 2x) dt, x(0)=1, z(1)=1,5, y(0) — 


o 
y(1)=1; 
x/2 


ei p(x, y) = | (Gen — 22241 x2— y? dt, x(0)—0, (+) — 2, 


D 


y (0) =0, y (5) =0; 


1 
D plr, Miz | (+y?) dt, x(0) —0, z(1)=1, y (0)=0 


y (1) = —3. 
30.7. Supposons que les limites variables pour la fonctionnelle 
œ (x) soient définies par les équations t = a et t = b. Utilisant le 
théorème 30.1, écrire la condition nécessaire de l’extrémum de la 
fonctionnelle et chercher les extrémales si: 
n/2 
a) ọ (x)= | (x? — x? — 2x sin t) dt ; 
0 
27 


b) ọ (x)= | (x'2— 2xx' — 16x2) dt. 


0 
30.8. Ecrire la condition de transversalité pour la fonctionnelle 
tı 
(zx) = | eArctge x’ y1 L x’? dt 
to 


si z (tọ) = xo et (tı, zı) est un point variable de la courbe x = Ÿ (t). 
30.9. Chercher les extrémales de la fonctionnelle 


dE 
@ (x) = | (x? — x?) dt 
0 
si z Q = O et l’autre limite est un point variable de la droite 
= "E 
30.10. Chercher les extrémales de la fonctionnelle 


| VEZ y 


0 


p (x) = 


Si x (0) = 0 et (tı, zı) est un point variable: 
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a) de la droite x = t — 5; 
b) du cercle (t — 9)? + x? = 9. 
30.11. Chercher par les méthodes de calcul variationnel la dis- 
tance : 
a) entre la parabole y = z? et la droite z — y = 5; 
b) du point À (1, 0) à l’ellipse 4x? + 9y? = 36. 
30.12. Le problème de l’extrémum des fonctionnelles suivantes 
admet-il des solutions avec des points anguleux: 
ta 
a) (x) — | (x'2+ 2tx — x?) dt, x (to) ss Za £ (t) = 21; 
to 
2 


b) ọ (2) = | (x'4— Bea dt, x (0)—0, x (2) —0? 


0 
30.13. Chercher la solution avec un seul point anguleux du pro- 
blème du minimum de la fonctionnelle: 


2 
a) ọ (x)= | x'2(x"—1)?dt, x (0) =0, x(2) —1; 


Eeo 


b) ọ (2) = | (x'—1)2(x + 1)2dt, z(0)—0, x (4) —2. 
30.14. Chercher la solution avec un point anguleux du pro- 
blème du minimum de la fonctionnelle 
ọ (x) = ENET x(—1)=0, z(1)=1. 
-1 
30.15. Chercher les extrémales du problème isopérimétrique : 
a) ọ (x)= í (x2+ 22) dt, x (0) =0,5, xz(1)=e à condition que 


0 


1 

| 2ze' dt =E; 
4 9 

0 


~ 


1 
b) ọ (x) = | (z'2+ t?) dt, x(0)=zx(1)—0 à condition que 
0 
1 
| z (t) dt — 2: 
0 


1 1 
c) ọ (x)= | x'? dt, x (0) —1, x(1)—6 à condition que | zdt=3; 
0 H 
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1 
d) p (2) = Led, x (0) — 0, z (1) =+ à condition que 
, Ó 
LATE 


0 
30.16. Parmi les courbes de longueur l donnée reliant les points 
À (to, to) et B (ti, zı), chercher celle dont le centre de gravité est 
le plus bas. 
30.17. Chercher l’extrémale du problème isopérimétrique de 
l’extrémum de la fonctionnelle 


1 


o (x, y) = | (2'2 4 ur ty — 4y) dt 
0 | 


à condition que 


1 
| (x'2— tx’ —-y'?) dt = 2, 
0 


étant donné. les conditions aux limites x (0) = 0, x (1) = 1, y (0) = 
= 0, y (1) = 1. 
30.18. Chercher l’extrémale de la fonctionnelle 


1 
p (z, y) = | (x'2+ y"? dt 
0 
étant donné la contrainte z? + y? = R? et les conditions aux limites 
z (0) = R, z (1) = 0; y (0) =0, y (1) =R. 
30.19. Chercher l’extrémale de la fonctionnelle avec contrainte 


différentielle: 
T/4 


a) g(r, y= | ($2?) dt, (0-0, (7 )=1, à condi- 
0 


tion que Z = 2y — 4tz ; 


1 | 
b) ọ (x, y) =5 | (x2 + y?) dt, x (0) —0, z(1}=1, à condition que 
0 


30.20. Soient A. un opérateur auto-adjoint dans un espace de 
Hilbert réel H, et y un élément donné de H. Montrer que la con- 
dition nécessaire de l’extrémum de la fonctionnelle q (x) se réduit 
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à l'équation 

a) Ax = y si ọ (z) = (Ax, z) — 2 (x, y); 

b) x + Ax = y si (x) = (Az, x) + (x, x) — 2 (x, y). 
Ces équations sont-elles résolubles si À est compact ? 

30.21. Montrer que le problème isopérimétrique de la fonction- 
nelle 


b 
vi | [p () 2+ g (2) ë de, 


étant donné les conditions aux limites x (a) = x (b) = 0 et la con- 
dition 


b 
| x? (t) dt = 1, 


où p (t) EC! la, bl, p (t) > 0 sur [a, bl, q (t) EC La, bl, q (t>0 
sur Io, b], est équivalent au problème des fonctions propres de l’opé- 
rateur de Sturm-Liouville. 


§ 31. Conditions suffisantes 
de l’extrémum d’une fonctionnelle 


Théorème 31.1. Supposons que la fonctionnelle q (x) soit deux fois 
continûment différentiable au sens de Fréchet dans le voisinage A d’un 
point x, de l’espace de Banach X et que ọ' (xs) = 0. S'il existe un 
a > fei que pour tout hEX on a q(t)h >a ||h |P (resp. 
q” (to) h? < —a || h [f), le point x, est un minimum (resp. maximum) 
local de o , Gei, 

Nous allons considérer la question des conditions suffisantes de 
l’extrémum de la fonctionnelle 


ti 


p (a) = | F (t, z, z’) di (1) 
To 
dans l’espace C IG, Hl, k Æ o. 

On dit qu'une famille de courbes x = x (t, C), x € C! la, b), 
forme un champ propre dans un domaine donné si par chaque point 
(t, x) de ce domaine passe une courbe z (t, C) et une seule de cette 
famille. Le coefficient angulaire p (t, x) de la tangente à une courbe 
de la famille x (t, C) passant par un point (t, x) est appelé inclinaison 
ou pente du champ en (t, x). Une famille de courbes z = x (t, C) 
forme un champ central dans le domaine considèré si ses courbes 
couvrent le domaine tout entier; restent disjointés dans ce domaine 
et sont toutes issues d’un même point (tọ, x,) extérieur au domaine. 
Le point (tọ, x,) est appelé centre du faisceau de courbes. Un champ 
propre ou central formé par la famille d extrémales d un problème 
variationnel est appelé champ d'’extrémales. 
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Soit la courbe x —x (t) extrémale de la fonctionnelle (1). On 
dit qu’elle appartient au champ d'extrémales s’il existe une famille 
d’'extrémales xz = x (t) formant un champ qui, pour une certaine 
valeur de C = Ca contient l’extrémale x = x (t), à condition que 
celle-ci n’appartienne pas au bord du domaine dans lequel la famille 
de x = x (t, C) forme le champ. Si le faisceau d’extrémales de centre 
au point À (tọ, Tal forme un champ au voisinage de l’extrémale 
x = zx (t) passant par le même point, on obtient automatiquement 
le champ central qui contient l’extrémale donnée x — x (t). Comme 
paramètre de la famille, on peut prendre en l’occurrence le coefficient 
angulaire de la tangente aux courbes du faisceau en À (tọ, x). 

Pour que l’extrémale donnée de la fonctionnelle (1) fournisse 
un minimum faible, il faut qu’en tout point de l’extrémale en ques- 
tion il y ait 


Fe > 0. 


(La condition Fr, > 0 est appelée condition de Legendre.) 
Une équation de la forme 


” d pr d ” / 
(Fix Fix) u (t) — + (Feu (0) = 0 


est appelée équation de Jacobi pour la fonctionnelle (1). Si l'équation 
de Jacobi admet une solution qui vérifie la condition u (t) = 0 et 
ne s’annule en aucun point du demi-intervalle żọ < (ss bh, alors 
l'arc d’extrémale AB, où A = À (Ga to), B = B (t, x), appartient 
à un champ central d’extrémales de centre en À. 

On appelle fonction de Weierstrass pour la fonctionnelle ({) la 
fonction 


E (t, x, p, x) =F (t, x, x')— F (t, x, p)— (x — p) Fp (t, x, p), 


où p (t, x) est la pente des extrémales en (t, x). 

Pour que la fonctionnelle (1) passe par un extrémum faible sur 
une courbe C, il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : 

1) C est une extrémale ; 

2) C appartient à un champ d’extrémales; 

3) la fonction E (t, x, p, x’) garde le signe constant en tout 
point (t, x) proche d’un point quelconque de C, et pour x’ proche de 
p (t, x). On a un minimum pour E > 0 et un maximum pour E 0. 

Supposons que les conditions 1), 2) soient vérifiées et que de sur- 
croît 

3°) la fonction E (t, x, p, x’) garde le signe constant en tout 
point (t, x) proche d’un point quelconque de C, et pour toute valeur 
de z’. 


et 
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Alors un eztrémum fort a lieu sur C: on a un minimum si E > Ò 


un maximum si E <Q. 
31.1. Indiquer les champs propre et central d’extrémales de la 


fonctionnelle: 


ou 


de 


=Æ 


a) ọ (1) = | ez. x) dt, a>0; 
0 


ñ/4 
b) p (x) = i (t'2?— xz? + t+ 4) di. 


0 
31.2. Voir si l’extrémale de la fonctionnelle donnée appartient. 
non à un champ d'’extrémales (propre ou central): 

2 


a) pa) = | ("94 sin?t) dé, (0) —1, (2) =1; 


0 
b) ọ (x) = Í (x3 + sin? t) dt, x (0)=0, x (2) —4; 
0 
c) px) — E (21—52) dt, x(—1)=0, z(1)=0,5; 
-1 
d) v=] (x'2— ätal dt, z (0) —x (1)=0; 
0 
e) p (x) — EN + x'?) dt, x (0) —1, x(1)=e; 


0 
f) o (x) = f (z3—zx'?) dt, z (O =z (a) =0, a>0, akn, EEN: 
0 


2 
g) pl) = | œ+) dt, à (0)—1, x (2) =3? 
0 


31.3. La condition de Jacobi est-elle vérifiée pour l'extrémale- 
la fonctionnelle passant par les points indiqués: 


a 


a) eil -) LG7ZLOdt, x (0) =0, x (a) =3, aœ0; 
0 


b) eil = | [z2 — 4224 e-#] dt, x (0) = x (a) = 0, EE KE 


0 
FH a, kEN; 
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c) ọ (2) = Ir 24 a24 t?) dt, x (0) =z (a) = 
0 

di TE (x'2— x?) dt, x (0) = x (a) —0 
0 

e) ọ (x) -= (unze + ae +09 dt, x(—1)= —2, x(1)=0 
-1 

D pr) = (use x (0)=x (1) =0 

e) end Tee, 200, x 01: 
0 

h) ọ (2) = d z'24+ 9x2 — 3t) dt, x (0) =x (1) —0? 
0 


31.4. Montrer que si la fonction sous le signe somme dans (1) 
ne contient pas explicitement x, chaque extrémale appartient à un 


Champ d’extrémales. 
31.5. Voir si la condition de Legendre est vérifiée ou non pour 
l’extrémale de la fonctionnelle passant par lis points indiqués: 


a) g(a) = | (tr?) di, x (0-1, x (2-5: 
0 


b) ọ (x) = | (tex? 12x?) dt, z(—1)=1, r()=1; 


ma” 


c) ra=] e 2x8) dt, x (0) =r(1)=0 
0 
d) (x) = , x'3dt, x (0) =0, z(a) =b>0, a>0; 
0 
e) ọ (x)= í (x'2— xxi dt, x (0) zU) zU: 
0 ~- 
f) p (x) = | (6x'2—x'4trx') dt, x(0)=0, x(2) = 
. 0 
8g) p(x) — zx'2 dt, x (0) —3, x(1) =3 
0 
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© 


b) pu= Ze di x (2)=4, x (3) = 


N 


STEE Les Zeen dt, x (1)—0, x(2) 1 


1 
31.6. Chercher l’extrémum des fonctionnelles : 


a) pa) = Lenia z(0)=0, x (1) =2 


b) ọ (x)= (t+25++x2) dt, x (0)—x(1)—0 


= Ir © 


Ski ) E3 di, x (0)=0, z(2)=1; 


d) p(x) = 2 e t (z245?) dt, x (0) —1, x (1) = 

0 

e) (x) = | e “x'?dt, x(0)=0, x(1)—In4; 
0 

D eisl- fa A+ Br)dt, 2 (121, 2 (2) 21: 
-1 

g) e@= [4e x (1) =1, x(2)=4 
i 

h) TEE r0=0, z()=b>0, a>0: 
0 


1 , . 
i) p(x)— | (+t)z2dt, x(0)=0, (1) —1; 


0 
1 
j) Ẹ (1) = | (+ a2)dt, eis —1, z(1)=3 


ZA 
k) elo (at 2248) dt, &(0)=—1; Le 
0 ` 


2. 
D Q(z) = [Aat 42a), dt, (1) 1, x (2) 8 


1 
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bd 
m) eidl- | (a2—x'2+4 67 sin 2t) dt, x (0)=0, x (+)=1: 


0 
2 
n) eil - [(1—e-x) dt, x (0)=0, x(2)=1; 


1 
ol ọ (x)= | (x? — 2x3) dt, x(0)= x (1) — 0. 
0 
31.7. Considérons dans C [0, 1] la fonctionnelle 
1 
ọ (x) = | x? (t— x) dt. 
0 


a) Montrer que l'unique extrémale de ọ (x) est x = 0. 

b) Chercher dw en x = 0 et s'assurer que pour tout accroissement 
h €C IO, 1], k0, on a dy > 0. 

c) S assurer que ọ (x) peut prendre, en tout voisinage de x = 0, 
des valeurs de signes différents et que, par conséquent, x = 0 n'est 
pas un point d'extrémum. 

31.8. Considérons dans l, pour x = (x, Zə, - Els la fonc- 
tionnelle 


ph) = > #- Ek 


a) Montrer qu'on a ôọ (z; kh) = en x, = (0, 0, ...). 

b) Chercher d en x, et s'assurer que pour tout accroissement 
h = (h, h, ...)€l, Ba, on a du. 

c) S'assurer que œ (x) peut prendre, en tout voisinage de zo, 
des valeurs de signes différents et que, par conséquent, x, n’est pas 
un point d'extrémum. 

31.9. Considérons la fonctionnelle ọ (x) = || x | dans un espace 
de Hilbert réel H. Utilisant le théorème 31.1, montrer que (x) 
passe par un minimum en z = Q. 


$ 32. Fonctionnelles semi-continues 
et convexes 


Soit une fonctionnelle réelle définie sur un ensemble M de l’espace 
de Banach X. On dit que cette fonctionnelle est: 

convexe si M est convexe et si pour tous zi, x, € M et pour tout 
t € [0, 1] on a ọ (tri + (1 — t) z) < tọ (x) + (1 — t) ọ (z2); 

semi-continue inférieurement si pour z£, —> Zo (n —> œ), Zn, X% € 
€M,nEN,on a ọ (z) < lim. inf ọ (za); 
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faiblement semi-continue inférieurement si pour z£, — x, (n — o0) 
faiblement, zn, zo E M, n €N, on a ọ (x,) < lim. inf p (£n). 

Théorème 32.1. Toute fonctionnelle faiblement semi-continue 
inférieurement définie dans un espace de Banach réflexif X est bornée 
inférieurement et atteint sa valeur minimale sur chaque ensemble borné 
faiblement fermé (borné fermé convexe) M & X. 


Théorème 32.2. Soit la fonctionnelle ọ (x) différentiable au sens 
de Gâteaux en tout point de l’espace de Banach X. Les propositions 
suivantes sont équivalentes : 

1) ọ (x) est une fonctionnelle convexe ; 

2) l'opérateur ®° (x) est monotone; 

3) pour tous x, y € X on a ọ (y) — ọ (xz) > g (x) (y — x). 

Corollaire. Toute fonctionnelle convexe définie en tout point d'un 
espace de Banach et différentiable au sens de Gâteaux est faiblement 
semi-continue inférieurement. 

32.1. Soit ọ (x) une fonctionnelle linéaire sur un espace de 
Banach X. Montrer que | ọ (x) | est une fonctionnelle convexe. 

32.2. Soient X un espace de Banach, Af œ X un ensemble con- 
. vexe, (x) une fonctionnelle convexe définie sur M et telle que 
ọ (x) > 0 pour tout x € M. Montrer que oi (x) est une fonctionnelle 
convexe. 

32.3. Soit X un espace de Banach; pour x € X posons ọ (x) = 
= || cl, La fonctionnelle ve (x) est-elle: 

a) convexe ; 

b) continue ; 

c) faiblement continue ; 

d) faiblement semi-continue inférieurement ? 

32.4. Soient X un espace de Banach réflexif et M € X un en- 
semble borné fermé convexe. Montrer que: 

a) il existe dans M un élément ayant la plus petite norme; 

b) pour tout z € X il existe un x € M tel que p (z, M) = 
= ||z— z |l. 

32.9. Soit ọ (x) une fonctionnelle convexe définie sur un ensem- 


ble convexe M de l’espace de Banach X, et soit m = inf ọ (x). 
xEeEM 


Montrer que l’ensemble {x € M: ọ (x) = m} est convexe. 

32.6. Soit ọ (x) une fonctionnelle convexe définie sur un en- 
semble convexe M de l’espace de Banach X. Montrer que ọ (x) a un 
minimum global en tout point où elle a un minimum local. 

32.7. Soit ọ (x) une fonctionnelle convexe définie sur l’espace 
de Banach X. Montrer que, pour tout nombre réel À, l’ensemble 
C, = {x€ X: ọ(x)< À} est convexe. 

32.8. Soit dans l’espace de Banach X une fonctionnelle ọ (x) 
telle que, pour tout nombre réel A, l’ensemble C, = {x € X: (x) < 
< À} est convexe. Faut-il en déduire que la fonctionnelle ọ (x) est 
convexe ? 
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32.9. Montrer qu'une fonctionnelle ọ (x) est semi-continue infé- 
rieurement (resp. faiblement semi-continue inférieurement) dans 
l'espace de Banach X si et seulement si, pour tout nombre réel À, 
l’ensemble C, = {x € X: p(x) LÀ} est fermé (resp. faiblement 
fermé) dans X. 

32.10. Montrer qu’une fonctionnelle convexe est faiblement 
semi-continue inférieurement dans un espace de Banach si et seule- 
ment si elle est semi-continue inférieurement. 

32.11. Montrer que toute fonctionnelle convexe semi-continue 
inférieurement définie dans un espace de Banach réflexif X atteint 
sa valeur minimale sur chaque ensemble borné fermé convexe M c X. 

32.12. Considérons dans C [0, 1] l’ensemble 


M = {x (H)ECIO, 1]: Jz (t) |< 1, x (0) = 0, x (1) = 1}. 
Pour x (t) E€ C [0, 1] posons: 


1 
p (x) = | x? (t) dt. 
0 


a) Montrer que A est borné, fermé et convexe. 

b) Montrer que œ (x) est une fonctionnelle continue convexe. 

c) La fonctionnelle ọ (x) atteint-elle sa valeur minimale sur M ? 

32.13. Montrer que toute fonctionnelle faiblement semi-con- 
tinue inférieurement dans l’espace de Banach atteint sa valeur mi- 
nimale sur chaque ensemble bicompact. 

32.14. Considérons dans L, [0, 1] la fonctionnelle 


1 


eil = (1x ldt. 


0 


Montrer qu'elle atteint sa valeur minimale sur chaque ensemble 
borné fermé convexe. 

32.15. Soient H un espace de Hilbert, À € (H) un opérateur 
auto-adjoint, ọ (x) = (Az, x). La fonctionnelle œ (x) est-elle: 

a) continue ; 

b) faiblement continue ; 

c) faiblement semi-continue inférieurement ? 

32.16. Montrer que la fonctionnelle de 32.15 est convexe si et 
seulement si À =Q. 

32.17. Considérons dans l,, pour x = (£i, Zə, . ..) € l, la fonc- 
tionnelle 


OO o DO 
pa= Da. 


n=1 n=1 
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a) Montrer que ọ (x) est définie en tout point de l, et différen- 
tiable. 

b) La fonctionnelle ọ (x) est-elle faiblement semi-continue infé-- 
rieurement ? 

32.18. Soient X un espace de Banach réflexif, A € £ (X, X*), 
(x) = (x, Ax). 

a) Montrer que ọ (x) est différentiable au sens de Gâteaux et. 
chercher sa dérivée. 

b) Soit À positif, i.e. (x, Ax) > Q pour tout x € X. Montrer que 
l'opérateur o (x) est monotone. ` 

c) À étant supposé positif, montrer que la fonctionnelle œ (x} 
atteint sa valeur minimale sur chaque ensemble borné fermé con- 
vexe M€ A. 

32.19. Soient un espace de Hilbert H, un opérateur À € £ (Hy 
et un élément donné b € H Pour x € H, posons ọ (x) = || Ax — b |. 
Montrer que ọ (x): 

a) est différentiable au sens de Gâteaux et chercher sa dérivée ;. 

b) atteint sa valeur minimale sur chaque ensemble borné fermé. 
convexe M CH. 

32.20. Les notations et hypothèses étant celles de 32.19, sup- 
posons que H = E° et que l'opérateur À soit défini, par rapport. 
à une base orthonormée, par la matrice 


EM 


1 —1 


En quel point la fonctionnelle ọ (x) atteint-elle sa valeur minimale 
sur la boule S, (0) pour différents r? 


A= 
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CHAPITRE PREMIER 


& 1 


1.12. L'inclusion stricte est possible, 
1.13. En général non. 

1.17. Oui. 

1.25. Non. Posons 


1 0 

0 1 
r=| 0 |, y= 0 ||; 

0 0 


alors l'inégalité triangulaire cesse d’être vraie pour z = x/2 + yl2, 
1.26. am = UH m, Bm = 1, Ym = Um, Ôm = 1, Em = 1, Yn zs Hm, 
1.30. a), c), d) m m TT m 


1 1 1 
z™= (0, O, ..., 0, CET ? ED ’ -3 "GET: le 0, a) 


on 
Alors +0) 0 pour n— œ dars m, lə, co mais diverge dans /.. 
b), e) 
1 1 1 
n) — f —— — Y 
D, EE \ ) 
Sms mn mm” 
ns 


Alors 01 — 0 pour n—> œ dans cọ et m mais diverge dans là 


1.32. Etablir deux inclusions opposées pour ce et l. L’inclusion coc li 
découle de la possibilité d'approcher tout élément de c, en mettant des zéros 
à la place des points de suspension. L’inclusion inverse est consécutive aux pro- 
priétés de la convergence uniforme. 

1.33. a) Oui. b) Non. 

1.34. a) Oui. b) Oui. 

1.37. Oui, dans tous les cas. 

1.38. a), d), e) Oui. b), c) Non. 

1.39. a) Non: son complémentaire est non fermé. b) Non: il est partout 
dense dans C [a, b]. 

1.40. a) Oui. Pour la démonstration, utiliser soit la dimension finie, soit 
la formule d’interpolation de Lagrange. b) Non. Une suite de polynômes de 
degré n peut être uniformément convergente vers un polynôme de degré plus 
petit. 
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1.42. a) Oui. b) Oui. 
1.44. Prouver par continuité uniforme. 
1.45. Prouver par récurrence sur k. Soit P(t) un polynôme tel que 


P (x) dr. 


Q Era eh 


' € e — 
HI TPI R-i a b < b—a+1 , Q (t) f (a) + 


] 
S'assurer que 
II —Q len, ap 


1.46. a) Elle doit vérifier 3. a2, < co. b) Elle doit être bornée. 


n=1 

1.48. S'il existe un e € R, e > 0, tel que pour tout n € N on a ap > 8, 
sinon le complémentaire du parallélépipède est non fermé. 

1.50. Supposons que 0,(0) contienne un segment Le, yl, x = y. On voit 
que |z +y = I zil + ily ll Réciproquement, si || s+ y l = Ilx Il + 
+ Ily |l, avec x = 0, y = 0, et s’il n`existe aucun À > 0 tel que y = Àz, posons 
a = x/|| x ||, b = y/|| y ||. On voit que [a, b] c 0, (0). 


1.51. la, bel, il. 

1.52. ANB, À +B. 

1.53. Non, car A — A = A + (—4) Æ 0. 

1.54. Oui. 

1.55. Non. 

1.58. a) Non. b), ei, d), e) Oui. 

1.66. Soit La de dimension finie. On prouve par récurrence sur n = dim Lo. 
1.67. ah c), e), Í), g), j) Non. b), d), h), i) Oui. 


1.68. Non. Posons 
Zn =(1, —1/n, —A1/n, CC —1/n, 0, 0, R 
Ne S ca, D aa 
n 


Quand n— œ, on a alors r, —> r = (1, 0, 0, ...)é L. 

1.69. a) Oui. b) Non. 

1.72. Oui. 

1.73. La réciproque n’est pas vraie en général. 

1.78. Dans 1.22 seul m est non séparable ; dans 1.23 sont non séparables 
M Ia, b] et V [a, b]. 

1.81. Non. Considérons dans l, la suite de 


SĂ mn” 
n 


et l'élément z = (0, 0, ..., 0, ...). 
1.83. a), b) En général non. Considérer f: RR. f(x) = 1/(1 + z3). 
1.88. Voir 1.87, 1.85. 
1.89. c) En général non. 
1.91. Non. Soit x, — sin nt/n € L. Alors x, — 0 pour n—+ e mais f(x,) 4 0. 


1.92. a) Oui. b) Non. Posons 


0 pour 0< t <1—1/r?, 


Tn GË n3 (t—1+1/n?) pour 1—1/n?<t<1. 


Dans È, [0, 1] on a alors x, (t)->x = 0 mais r„(i) = n xz (1) = 0. 


13—0935 
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1.93. a) Oui, mais non uniformément. b) Non. Voir un exemple dans 
1.92 b). c) Oui, mais non uniformément. 

1.95. a) Oui. Soient F:E?—R, F(z, y) = zy, A l'hyperbole zy = 1, B la 
droite y = 0. b) Non. 


$ 2 


2.3. La réciproque n’est pas vraie en général. 
2.5. b) Non. La suite de 


n 


1R 
zn (= Di y, nEN, 
k=0 - 
est de Cauchy pour les deux normes mais n’est pas convergente dans l’espace 
considéré. c) Les complétés sont isométriquement isomorphes aux espaces 


C [a, b] et D [a, b] respectivement. 
2.6. b) Non. 
2.7. Les espaces de 1.22 sont tous de Banach. Ceux de 1.23 sont tous de 


Banach sauf K et Lp [a, b]. Pour prouver que V [a, b] est complet, on utilise 
le fait que la suite {x, (t)} qui est de Cauchy en norme de V [a, b] converge vers 
une fonction z(t) en tout point de [a, b]. Il reste à montrer que z(t) € V [a, b] 
et que x, (t)— x (t) pour n— oo. 

2.11. Non. Voir 2.9 et 1.36. 

2.12. Les normes de 1.38 d) et e) sont équivalentes à la norme de C? [a, b]. 

2.24. Démonstration analogue à celle du théorème 2.2. | 

2.25. Soit {z} Œ X une suite de Cauchy. Ilexiste un n, tel que || x, — 
— Tp, le 1/2 pour tout n > n,; ensuite, il existe un n > mu tel que || zn — 
— rn, Is 4/22 pour tout n œ n, et ainsi de suite. Considérer la suite des boules 


Sk = S jok (Ts) et utiliser 2.2. 


2.26. La suite des rayons r, est décroissante en vertu de 1.5. Si r, — 0 
pour n— œœ, on a le cas du théorème 2.2. Sinon, deux cas sont à distinguer : ou 
bien {r,} devient stationnaire et l’on n’a rien à prouver, ou bien r, — p > 0, 
Tn > p. Dans ce dernier cas, les boules de rayons r, — p et de mêmes centres 
sont emboîtées elles aussi. 


O0 
2.27. Oui. Soit ep —(0, 0, ..., 0, 1, 0, ...), Xn= U ep, 
nn, mans” Pm 


k 

2.28. b) Soit {£,} de Cauchy dans ZIL: il existe alors, pour tout e > 0, 
un N tel que || Enem — En || < € pour tout n > N et pour tout m > 1. Soient 
ep = 27h, np tels que || Engem — Eng ls ZC Alors || En, — En, I < 1/2, 
et il existe un z; EE, et un z, € Ën, tels que || ro — zı || < 1. On construit de 
même des £} € Enp tels que || z} — Tp- || < 1/2k-1, La suite {x,} est de Cauchy 
dans X, si bien que z —> zo € X. Soit Bn la classe contenant ze On a alors 
Enp > Šo, donc aussi En —> $o. 


$ 3 

3.9. Non. 
OO 

3.11. En général non. Supposons que la série > Àp soit convergente et 
k=1 


OO 
que pour le & > 0 choisi le nombre N soit tel que ` Ap < €. Considé- 
- k=N+1 


REPONSES ET INDICATIONS 195 


rons la suite de z, = (4,..., 1, 0, 0,...). Alors pour m, n >N ona || tm — 
war 


n 
— zp || < 8 mais {x,} est non convergente, 
3.23. Oui, par exemple quand l’ensemble M est par.out dense dans H, 
3.26. b) fi (t) = 1, fa 6) = — t +1, f(t) =t — 4t +2. 
3.27. b) fi (t) = À, fo (t) = 2t, Te (t) = 4ł2 — 2. 
3.29. Ce peut être par exemple une famille de zn =(1, 0, 0,...,0, —1, 
Sy 


n—1 
on... A | 
3.30. N—M! est un sous-espace de dimension un, de base gu = 
=(1, 1, ..., 1, 0, 0, ...) 
mms” 


n 

3.32. Non. M et N ne sont même pas nécessairement des variétés linéaires, 

3.33. Ce peut être simplement un ensemble partout dense dans lą. 

3.34. Non. Soit par exemple M un sous-espace de l, comme dans 3.30, et 
soit N un sous-espace de dimension un, de base (1, 0, 0,...,0,...). Alors, 
d’après 3.30, on a N + M+ mais l = M ON, 

3.36. b) M+ = {z (t) € La[—1, 1]: z(t) = 0 pour t< 0}. c) Non. 

3.37. Supposant ou un élément z € l, est orthogonal à l'enveloppe linéaire, 
on obtient x = 0. 

3.38. On montre que M — z = {x € H: (x, x) = 0, kE N}. 

3.41. On considère la suite de zn = (0,0,...,0, 4 + i/n, 0,0,...)€ la 

Sn mm” 


n—1 
3.42. Soit (x — y, y — 2) > 0 pour tout z € M. Alors 
le — z |? = ((z — y) + (y — 2), (£ — y) + (y — 2) >È |l z — y Il. 


Réciproquement, si y € M est tel que p(z, M) = || z — y Iļetz € M, ona ày + 
+ (1—à)z€ M pour tout À € [0, 1]. Alors || z —y |< || x — ày — (1 — 
— Mel, dobei A y al pour AEI, AL 
Faisant tendre À vers 41, on obtient l’assertion cherchée. 

3.43. Voir 3.42. Considérer d’abord le cas de zy =0. | 

3.44. Soit Mı M =... la suite en question, et soit ap € Mhk, kEN, 
l’élément ayant la plus petite norme, dont l’existence a été démontrée dans 3.40. 


Puisque M, est convexe et borné, on montre, compte tenu de l’égalité du paral- 
lélogramme, que la suite {az} est de Cauchy. 


BE An = {e (t) ECI0, 11: [x I< 1, as (0) = 0, x (1) = À pour Une 


$ 4 


4.9. cos p H Bin. ~ 
4.10. op, = 2/2, Pa = 11/3, ps = 11/6. 
4.11. Posons o = 0: alors t% € L, [0,1], p > 1 pour a > — 1/pet || t® || = 


po d Dr. Posons o = 0: alors x (t) = 1 € Lp [0, 1] pour tout p>1{ 


4.12. a) fa (t) = 1, fa (t) = t, fa (t) = 3t? — 1; fa (t) = 58 — 3t. b) f, (t 
=1, fh (t) = 2—1. fh EECH — 6t + 1, nDe — 30:2 de? oF 
4.13. Non. Posons 


z CÉ 0 pour |t—1/2| < 1/n, 

n 1 pour |t—1/2| >i/n, n EN. 
Alors x,(t) € A, mais pour n—> œ on a x, (t)—> x (t) = À é À. 
13% 
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4.14. Oui. 
4.16. La convexité est évidente. Il reste à montrer que l’ensemble est par- 


tout dense dans l’ensemble des polynômes. Si P(t) est un polynôme quelconque, 
la suite de P, (t) = P (t) (1 — t”) vérifie la condition P, (1) =0, nEN, et 


converge vers "pm pour n—> oo. 
4.18. M1 = {z (t) € La la, b]: x (t) = 0 pour t é [c, d] presque partout}. 
p 


4.19. MŁ est un sous-espace de dimension un de base z (t) = 1, 
4.21. Posons Jz = x pour x (t) € Lp [a, b]. Puisque p > s, il vient 


b 
(2) | izol dt<b—at2) | Leide dt < o. 


a 


Dans | inégalité de Hölder 


b b 
1 | rwrwal< (2) | vuam à) TT (ue \ Le (ag orl" 


r 


posons f (t)= lz (t)15, g (t) =1, p'=p/s>1. Alors 


b 
(2) | Le 1e de< | (£) |a al" Tue | emer |" 


a 


ou 


Lu | Lord] "<e-os-vr[(e fora)”, 


Q ms EP 


oir 


4.24. cos gz VE 


4.27. a La, mg est un sous-espace à deux ‘dimensions, de base xı (t) = 
= el, za (t) = e 

4.28. MŁ est un sous-espace de dimension un, de base x (t) = sh (t — 
— (a + b)/2). 

4.29, MŁ est un sous-espace de dimension un, de base x (t) = 1. 

4.31. yt) = |ti. 


Er (ES Pier 
4.22. V A 


sin nt 
4.32. si D RER 


n=i 


$ 5 
5,5. C'est un ensemble d'éléments de la forme {y (t) € C [0, 1]: y(0) = 0, 
OS y(t)< 2 pour tout £€[0, 1]}. 
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5.6. a) u* = 1/2, p(zọ, L) = 1/2. b) u* = t — 1/8, p(z, L) = 1/8. 

5.9. Utiliser 4.19, 5.8. p(z, L) = 1/3. 

5.10. Utiliser 3.30, 5.8. pn (x, L) = UH n. 

5.11. 0,25 pour n = 0; 0,9t — 0,2 pour n= 1; LAG — 0,6t + 0,05 
Dour n=2. . 

5.12. Mettre la représentation citée sous la forme 


1 1 
x(t) = | x (t) dt + | K (t, t)x’ (t) dt 
0 0 


et, dans chaque terme du second membre, utiliser l'inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski. Il vient 


1 


1 
| za, yas, 
0 


si bien que 


1 1 
1/2 1 | 1/2 2 
lIl z Ileto, ul Jona reellen dr | S73 l? lato, ay 


5.13. a) u* = 1/2, Dän, L) = V 39/6. b) u* = t — 1/6, p(zņọ L) = 
= y 210/30. 

5.14. Il est commode d’orthogonaliser la base de L composée des fonctions 1, 
t, 12, 13 comme suit: écrire la base initiale sous forme de matrice unité F, puis 
écrire la première ligne de F dans la première ligne de A — matrice de la base 
transformée — et normer. Ecrire toutes les lignes successives de F une à une 
dans celles de À conformément aux formules d’orthogonalisation et normer 
chaque ligne. La matrice À étant achevée, calculer le produit scalaire de z(t) 
par les éléments de la ligne qui est la transposée de la colonne 


Multipliant la ligne obtenue par la colonne de A. on obtient le coefficient corres- 
pondant du meilleur polynôme de l'approximation. 

Les produits scalaires et les normes dans Hp [0, 1] sont calculés par accès 
à un sous-programme correspondant. 

Les coefficients des polynômes sont arrondis au deuxième chiffre après la 
virgule ; dans les variantes où intervient un paramètre, la réponse est donnée 
pour a = Q. 

a) u* (t) = 1,00—0,01t + 0,372 — 0.110: 

b) u* (t) = 1,31 + 7,98t + 12,171? — 4,6518 ; 

c) u* (t) = 2,00 + 0,99: — 0,21:2 + 0,0585 ; 

d) u* (t) = —0,01f + 1,125? — 0,425 ; 

+ 1,406 + 0,446? + 0,166 ; 
f) u* (t) = 1,00 + 0,334 — 0,092 + 0,028 ; 
— 9,24t + 20,721? — 13,821 ; 
h) u* (t) = —0,011 + 1,136? — 0,423 ; 
i) u* (t) = 1,00 — 0,025 + 0,444? + 0,096 ; 
j) u* (t) = —1,00 + 1,02t + 0,4212 + 0,2855. 
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5.15. Le programme principal est réalisé structurellement selon l’algori- 
thme décrit. Notamment : 

1) par accès successif aux sous-programmes des produits scalaires, on 
remplit la matrice des coefficients et les seconds membres du système d’équa- 
fions linéaires ; 

2) on accède à la sous-routine de résolution de systèmes d’équations liné- 
aires ; 

3) les coefficients calculés des meilleurs polynômes d’approximation sont 
sortis sur imprimante ; 

4) sont calculées par intégration et sorties sur imprimante les quantités 


|| z — u* rn. 11 et || z — v* org, 1]? 

5) si le programme ne prévoit pas le traçage des courbes, les valeurs de z, 
u*, v* sont sorties sur imprimante. 

Les intégrales sont calculées par la formule de Simpson réalisée de façon 
cyclique aux endroits nécessaires. Pour le calcul des produits scalaires, on 
injecte deux fonctions opératorielles pour chacun des espaces Z, [0,1] et H+[0, 1]. 

Les coefficients des polynômes sont arrondis au deuxième chiffre après la 
virgule : 

a) u*(t)—1,00+1,106+0,6242+0,1815+0,1164, 

v* (t)—= 1,00 + 1,104 + 0,621? + 0,188 + 0,1161 ; 
b) u* (t) = 0,99-0,25: — 6,696? + 4,458 —0,01t4, 
v* (t) = 1,004-0,416: — 6,47: 4- 4,311 ; 
c) u* (t) =1,00+ 1,004-0,512 40,143 4+0,07t4, 
v* (t)=1,004+1,00Ł+0,51t£+0,14t3+0,07t4 ; 
d) u* (t) =3,10t4+0,47t? —7,14t3 4+ 3,57t4, 
v* (t) =3,12t +0,39? —7,02t3 -4-3,51t° ; 
u* (t) = 0,97 + 1,91t — 40,65€? + 77,48t3 —38,74t4, 
v* (t) == 1,00 +1,09: — 36,64? + 71,113 — 35,554 ; 
u* (t) = 0,22t 4 1,32t? —0,82t? +- 0,28t4, 
v* (t) = 0,12t + 1,68? —1,29t8+0,48t4 ; 
g) u* (t) = 1,14 —8,92t 4 20,371? —14,49t8 +0,7764, 
v* (t) = 0,01 + 4,49t — 13,87:2 + 9,98t3 — 0,635 ; 
h) u* (t) = 1,006 — 0,462 + 0,213 — 0,05t4, 
op (t) = 1,006 —0,47t? + 0,2213 — 0,064 ; 
i) u* (t) = — 0,55 1,28t— 0,56? +0,37¢3, 
v* (t) = — 0,55 + 1,29t — 0,581? -+ 0,396 ; 
j) u* (t) = 0,93- 2,36t — 22,116? + 38,7915 — 20,88t4, 
v* (t) = 1,00 41,521 — 20,851? + 38,3063 — 21 ,47t4. 

5.17. Les coefficients des meilleurs polynômes de l'approximation pour 

n = 5 sont arrondis au deuxième chiffre après la virgule ; 


už = 0,31, p (x, Lo) = 0,38; 
up (t) = — 0,17 + 0,96t, p (x, Lı) = 0,16; 
už (t) = 0,02 — 0,54t + 1,508, p (x, Lal = 0,03. 


e 


bts 


5.18. b)n =9. c) lima, = 0, lim Bp = 2/7. 


n — 00 n> 00 
5.19. Les coefficients des meilleurs polynômes de l'approximation pour 
= 15 sont arrondis au deuxième chiffre après la virgule: 
a) ux (t) = — 0,12 + 35,281 — 302,372 + 859,161 — 986,3714 + 394,55t5; 
b) us (t) = 0,10 — 0,032 + 0,6153 — 0,124 — 0,046 ; 
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el u(t) = 1,02 + 0,6842 + 1,045 — 0,414 + 0,515: 

d) us (t) = 0,99€ — 0,492 + 0,283 — 0,13t4 + 0,035: 

e) ux (t) = 1,33 — 25,58t + 142,0442 — 172,9213 + 84,46tt; 

f) us (t) = 3,10t + 0,48t2 — 7,1713 + 3,5814: 

g us (£) = 0,10 + 1,004 + 0,5042 +- 0,173 -+ 0,0314 + 0,015 : 
à us (t) = 0,474 — 13,564? + 26,2043 — 24,031 -+ 8,28t5 : 

i) us (t) = 0,344 — 0,4412 + 1,755 — 3,381 + 3,0015; 

j u, (t) = —0,54 + 1,304 — 0,692 + 0,73t3 — O,4014 + 0,165. 


$ 6 


6.2. Tous les trois espaces sont complets. 

6.3. La fonction u = f (v) doit être monotone. 

6.4. La fonction u = f (v) doit être monotone et à valeurs dans R tout entier. 

6.5. a) L'ensemble est incomplet, son complété est isométrique à linter- 
valle fermé [—x/2, 7/2]. b) L'espace est incomplet, son complété est isométri- 
que à la demi-droite [0, Wi c) L'espace est complet. 


6.6. c) Si p(z, y) = — y ||, on a p(x, 0) = | x ||. Considérons lélé- 
ment xz = (i, 1,1, .) E d ‘On a | 2z || = 2|] x Un si bien qu’on ne peut pas 
introduire la norme. d) z = (4,1,...,1,0,0,... 

Vo mm” 


n 
6.7. L’inclusion stricte est possible, par exemple dans 6.1. 
6.9. L’inclusion stricte Sa (x) S, (y) est possible si a < 2. 


6.10. Si+1/l2n) (n). 


CHAPITRE 2 
$ 7 
7.2. En général non. 
7.4. Oui. 8 
7.12. a) à f) || 4 [| = 1. g) | A | = 1V 38. bh) [| Aa 1 = 1 i) lA lei 


) HAN = 1. k) |A {<2 D [4 I< t. 
7.13. Non. Considérer la suite de x, (t) = t”, n €N. 
7.14. Oui, JA Isi 
7.15. a) ọ (t) € C (0, 1], IA = | lieto, 11: P)  () € C [0, 1], A | = 


= || ọ ileto, 1] 

7.18. Non. A titre d exemple, voir 7.17. 

7.20. b) Non. Utiliser 7.12 e). 

7.21. Non. Considérer par exemple un opérateur non borné tel que Y = R. 

7.23. Non. Utiliser 7.43. 

7.24. Puisque N(A) est un sous-espace, considérons l’espace quotient 
X/N(4) et l'opérateur n:X— X/N(A) (voir 7.7). L’ opérateur A définit un 
opérateur bijectif A’:X/N(A)—+ R(A) tel que A = Ain. Puisque À’ est 
bijectif et que R(A) est de dimension finie, X/N(A) est de dimension finie, 
lui aussi. L’ opérateur Á’ est continu d’après 7.19, et l'opérateur x est continu 
d’après 7.7. Par conséquent, À est continu. 

7.25. Non. Considérons l'opérateur A: E2?—> F2, A N -> (6) . 

j 

7.28. Si et seulement si ọ (t) ne s’annule en aucun point de [a, bl. 

7.29. a) Non, car N(4) peut être non nul. S'il est nul, l espace n "est pas 
nécessairement complet, car il est isométrique à R(A). b) Oui. L'espace X est 
de Banach par rapport à cette norme. 

7.30. b) sup IA, | < + œ. c) sup| À, | < ko, || À || = sup | À, |. 

n n 


n 
d) Non. e) Si et seulement si inf Jil 0, 
REH 
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$ 8 

8.3. En général non. A titre d'exemple, considérer A : E?— ES. 

8.4. En général non. Utiliser 7.12 e). 

8.5. Non: M n'est même pas nécessairement une variété linéaire. 

8.6. Oui. 

8.9. a), b) Oui. 

8.11. En général non. Considérer dans l, un opérateur A 1 égal à à l'opérateur 
identité Z, Ant = (Z1, Tos. . -y En-1s NEn, Tn +19»: Dour £ = (£1, X2, . . JE Lo; 


comme variété linéaire, prendre un ensemble d'éléments de l, de coordonnées 
toutes nulles sauf un ensemble fini. 

8.15. e) La suite {|| An ||} croît avec n, mais la croissance est lente : || 44 |= 
= 2,07, || Ag I| = 2,35, || 4s I| = 2,41, || 4io || = 2,97. Les résultats obtenus 
ne permettent donc pas de dire avec certitude si la suite {11 A, Il} est bornée 
ou non. On montre dans [13] qu’elle est non bornée. 

8.16. e) La suite {|| A„ || } est rapidement croissante avec n: ona || Ai] = 
= 3,80, || 4; || = 4,75, || "As I = 7,60, || 41o I| = 9,50. Il est donc vraisem- 
blable (voir la démonstration dans (161) que la suite {ll A, Il est non bornée. 

8.17. Non. Considérer la suite d'opérateurs À, : la—> l tels que 


EE: = (0, ss eg 0, nix Tn+92» . o .) 
meme, mmm 


pour x = (zi, Za, . . Els, 

8.19. La suite {An } est uniformément convergente vers l'opérateur nul, 
et la suite {Bn}, fortement convergente vers l'opérateur nul. 

20. La suite {A,} converge uniformément vers l’opérateur A. 

8.21. Les suites (An), {B,} sont uniformément convergentes vers l’opé- 
rateur Á. 

8.22. c) Non. 

8.28. a), b) Oui. 

8.31. el = el. 

8.33. Non. Pour u € [0, 1], poser 


7, =f i pour te u 
"TT 0 pour tu 


et utiliser 7.12 h) et 1.77. 

8.34. Soit y € Y. Il existe dans X un x, tel que | Ar, — y |< all y ||, 
[| Il zy I< B || y ||. Ensuite, il existe dans X un z, tel que || Ar, — (Ar, - — y) | = 
= | À (zi — z2) — y I< a || Azı — y [< &? |l y ll, Ilza IS aß Ily ll, etc. 
On obtient finalement dans X une suite {x,} telle que 


DETTE TP a” = 
n=i 


z LE Al 


et que la série x, — za + zg — z4 +... converge vers un z € X. On a d'au- 
tre part 
n 
A ( H (NN 25 ) >y, Ro; 


i=1 


puisque À est continu, on a Az = 
8.35. Soit z=u+v, EL. vEM. Posons || z |, = l u || + || v || et 
montrons que l’espace X est complet pour || |. Les normes || | et || || sont 
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équivalentes (voir [27], page 181, théorème 3). Cela signifie précisément que P 
est borné. 

8.36. Soit P un opérateur borné tel que P? = P. Poser L = NU — P), 
M = N(P) et montrer que À = L @ M. 

8.37. Soit P borné et tel que P? = P. Montrer que RU — P) = N(P)et 
R(P) = NU — P) et utiliser 7.22. Réciproquement, si les variétés linéaires 
R(P), RU — P) sont fermées, montrer que X = R(P) ® RU — P) et que P 
est projecteur, puis utiliser 8.35. 

8.38. a) | À | = || B || = 1. b) 4? = A, B? = B; oui. 

8.39. || P || = 1. 

8.41. a) Lie N(4). b) R(A)c L. c) Let L+ sont des sous-espaces inva- 
riants pour À, i.e. pour x € L ona Arz € Let pour x € L+ on a Az € Li, 


8.42. Soit L fermeture de L: on peut alors prolonger l'opérateur A sur L 
en conservant la norme, d’après le théorème 8.4. Soit P orthoprojecteur sur L. 
Posons Bz = A(Pzx) pour x € H. Alors B prolonge A en conservant la norme. 

8.43. Soit P projecteur sur L parallèlement à M. Mettons l'opérateur 
A CSO, Y) sous la forme A = PA + (I — P) A. 

8.44. Non. A titre d'exemple, considérer le cas de X = Y = Ei. 
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9.3. Oui. Montrer que N(A) = N(B) = Q. 

9.4. Soit (Z — AB)-! = C. Montrer que (I — BA) = I + BCA. 

9.5. Montrer que A-1! = — I — B. 

9.8. Utiliser le théorème 9.4. 

9.9. Pour A, =Æ 0. Il est borné si et seulement si inf | ån | > 0. 

9.10. Az = B et Bac A. 

9.13. a) R(4) est une variété linéaire formée de fonctions y(t) continü- 
ment dérivables telles que y(0) = 0. b) L'opérateur Ai existe mais n'est. 
pas borné. 


T 


9.14. b) Aty =y (t)— \ e ty (x) dr, 


On, Ch 


1 


2 
Fi | y (s) esti ds. 
0 


9.15. A-ly=y (1) — 


9.16. b) Aty = | y (T) sin (t —T) dT 
0 


9.17. Oui. Déduire de Az = y que y” — y = — 2x. 
9.19. Poser B = I — À et utiliser le théorème 9.3. 
9.20. Mettre A — ÀI sous la forme A — àI = — À (I — À-lA)et utiliser 


le théorème 9.3. 
9.22. Si pour nE N 


Il Ant l < c, Antn = y, Az = y, 
alors 


| £n — z || = | 44h (tn — 2) I< cell An (tn — 2) | = 
= CH A,z — Ar + Az — Antr | = c || Anz — 4x | -+ 0. 
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Réciproquement, si r, + x pour n—> œœ, la suite de x, = Aal y est bornée pour 
tout y € Y et, d’après le théorème 8.2, la suite de || À -? || est bornée. 

9.23. Soit À continôment inversible. Il existe alors un N tel que pour 
n>N on a 


And — I l= ll AnA s AATI< ET — 4 || NAT < 1/2, 


Ensuite, utiliser le théorème 9.4. 

9.24. Soit AB = I, i.e. B = A5! Si N(A) Æ 0, posons C: HH. Cr = 
= (x, y) y, où y E N(A). Alors CÆ0etB+CESZ (H) et donc A(B + C) = 
— Í, ce qui est absurde, car B est unique. 
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10.1. Montrer que A-1€ Z (C [0, 1]) et utiliser le théorème 10.2. 

10.2. Chercher A-t}, puis utiliser le théorème 10.2. 

10.3. Utiliser 9.16 et le théorème 10.2. 

10.4. D'après le théorème 10.3, il suffit de montrer que P est fermé: or, il 
suffit de voir que Z, M sont tous deux fermés. 


10.8. Non. Le sous-espace LE X + Y formé d'éléments de la forme (0, y), 
où y € Y, n’est pas un graphe d’opérateur. 

10.10. a) Non. Utiliser l’exemple de 10.2. b) Non. Considérer un opérateur 
A: CT[0, 1]— C [0, 1] tel que Ar = z. 

16.12. Utiliser le théorème 9.1. 

10.14. Utiliser les théorèmes 10.2, 10.3. 

10.15. Soit A fermé et {g,} une suite de Cauchy en || |. Alors gn —> g dans 
X et Ag, — h dans Y ; on a g € D(A), car À est fermé, et Ag = h. D'où || g, — 
—g i = | en — 8 le + |l Agn — Ag |ly—0. Réciproquement, si D (4) est de 
Banach, g, € D(A), on a g, —g et Agn —> h pour n—> œ; or, puisque {g,} est 
de Cauchy en || |, il existe un f € D(4), tel que || g, — f | — 0 pour n— o. 
Puisque || gn — f | |l gn — f Il, On a g, — f en norme de X ; par conséquent, 
g = f et || 4g, — Ag || 0 pour n—+ œ. D'où h = Af = Ag. 


CHAPITRE 3 
§ 11 
11.1. S'il existe un x € X tel que (z, f) = À Æ 0, on a (zlih, f) = 1. 


14.3. a) If =2/3. Huis ad Ui A Jost d) fiS äis, 
R=1 


k 2 
e) Viiz, D Ile g Ui hIfI=3+ D or: 
k=i 


11.4. a), b), c) Oui. o 
11.5. a) If |=1. b) lfl =1/2. GTA d) |l f I= H 2/3. 


N 


— — S d 
e lfI=V 3. D IfI=VZ 9 v- 3 p= yy: Mlle. 
k=1 


j), k) Hf/=2 D Ifl=1 
11.6. à) p> 1. b p > 2. 
11.7. a) Oui, || f || = 1. b) Non. Considérer la suite de x, (t) = sin nt/n. 
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11.8. b) Posons 
b t 
-4 f 
c= j u (t)dt, zx(t)= | [u (t) —c] dt ; 
a 0 - 


alors x (t)€ L et x'(t)=u(t)—c, donc 


b 
| u (t) (u (t)—c) dt =0, 
. d'où ` 
b b b 
| [u (t)—c]? da= | u (t) (u (t)— c) dt —c | (u (t)—c) dt=0, 


et, puisque u(t) — c est une fonction continue sur Io, b], il vient u(t) = c. 
c) Intégrons par parties, compte tenu de ce que x (t) € L. Il vient 


b b t 
| (za — | (| v (1) dr) x” (t) dt. 


Donc , , 
(x, g)=— | DE | v (T) ar | x’ (t) dt. 


Il en découle, d’après b), que 


t 
w (t) — | v(t)dt=c; 
a 
or, cela signifie précisément que w(t) € C! [a, b] et que w(t) = v(t). 
11.9. Utiliser 11.3 g). 
11.10. Utiliser 11.5 i), k). 
11.11. || f || = 1/(2r). 
11.12. En montrant que la condition est suffisante, profiter du fait que 
tout ensemble ouvert sur la droite est réunion d’une famille finie ou dénombrable 
d'intervalles et utiliser 1.85 b). 


11.13. Si f est non bornée, elle le reste aussi sur S, (0); il existe donc une 
suite de z € X telle que || x, I< 1 et | (zn, f) | > n. Considérer la suite de 
an = Tp V n. 

11.15. En montrant que la condition est suffisante, utiliser 11.14. 

11.16. Soit x € X tel que (z, f} = c =Æ 0; alors (z/c, f) = 1 et x, = z/c est 
une base dans M. , 

11.18. Six € L, alors L + Ach, où À € R, est un sous-espace contenant L; 
donc L + {àx} = X. Définissons f sur X par (y, f) = Asiy = u + Àxr,où u € L. 

11.21. Utiliser 11.14, 11.15 et 11.20. 

11.22. Pour zE L on a |(z, f}=1<{Hzllfl}, d’où inf x | > 1/1 7 1. 

x 


D'autre part, il existe une suite {zn} ŒX telle que ||zn||=1 et que 


n ; . ` Tn n 
(a, Il > Ces gll Si MT D F alors fyn € L et || yn | S X 


d 
KE a a e Il ——,İ 
pp $ ii lell <y 
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11.23. Si y€ L, on a |(z—y, fI Slle—yllll fl; or, (r—y, f)={x, f} 


d’où |j z—y || > Kz, f) et donc p(z, L)=inf |æ—y|| > DZ L D'autre 
IEA) yEL IRA 
part, il existe une suite {zn} © X telle que || zn ||=1 et [{tn, DI > Ir, 
1 z, 0 
Posons y= z— (z, f) ; alors L et —y 1 <S nt ———— , 
Y= Tan fj PI POS YEL et leve seg 


11.24. Utiliser le problème précédent. 


$ 12 


12.3. à 12.5. Utiliser le corollaire 4 du théorème 12.1. 

12.8. Utiliser le corollaire 2 du théorème 12.1. 

12.9. On trouve dans X un sous-espace L de dimension finie quelconque : 
la dimension de L* est alors égale à celle de L. Toute fonctionnelle linéaire con- 
tinue définie sur L se prolonge à X tout entier. 

12.10. b) C’est le complémentaire orthogonal de M. c) Utiliser le corollai- 
re 2 du théorème 12.1. 

12.13. Soit {f,, fo, . . .} © X* un ensemble partout dense. Choisissons pour 
chaque fp un x, € X tel que || xx || = 1 et | (zk, fr) | > Il fr 1/2. L'ensemble K 
de toutes les combinaisons linéaires de x}, à coefficients rationnels est dénom- 
brable. Si K # X, il existe dans X* d’après le corollaire 2 du théorème 12.1 
une f + 0 telle que (x, f} = 0 pour tout x € K, en particulier que {x}, f) = 0 
pour k € N. Il existe un m € N tel que || f — fm || < £. Alors 


EE fm > nl el jan I, 
d’où 
(pel ml, (el 
et donc 


PUS I fm HT — fm < 3e. 


On a par conséquent f = 0: contradiction. On verra plus tard (12.24) que la 


réciproque est fausse. 
12.14. Si 


1 
e, A= leie d, 8(WECI-1, 11, 
-1 
posons z(t) = t?g(t). La fonction 
0 pour t< 0, 


t) = 
g (t) t 1 pour tz 


est à variation bornée sur [—1, 1] et vérifie la condition 


1 
z (0) = | x (t) dg(t). 


-1 
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12.15. b) 
0 pour ¿= —1, 
g(t) =< t?/2 pour —1 <t <1, 
1 pour t—1. 


12.16. b) 1) Il est univoque, (z, f} = x (1). 2) Il est non univoque, les 

, prolongements (z, f,) = x (0) et (x, fa) = — x (1) se confondent avec f sur L. 
a 1 2 

12.17. Si z= (2) CES, le prolongement est (x, Daer fiers 


12.20. S'assurer que dans le lemme du prolongement élémentaire ([27], 
chap. IV, $ 1, n° 1.1) on ao B, si bien que y est défini sans ambiguïté. 

12.25. fI = V2. 

12.26. Oui. 


1 


(iz, n=] | trcost+2'sin!] ol 
NE 


=| | V x? + z"? cos (t + q) a|<| í (x?+- x?) al" | sat] =Väel. 
fe ~i -1 


De la condition (z, f} = (x, y) il découle que la fonction y(t) est solution du 

problème aux limites y” — y = 0, y'(4) = sin 1, y'(—1) = sin (—1), d’où 
() = sin 1 cht 

y sh 1 ` 
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13.3. a) (£n, Un) — (x, y) pour n—+ œ. b) (Zn, Yn) n’admet pas nécessaire- 
ment une limite. Par exemple, {ep} est une famille orthonormée dans H, n € N. 
Posons tn = En: 

y = { En pour n impair, 
n en-ı pour n pair. 

13.7. Non. Par exemple X = l; ona X* = m d’après 12.24. Posons f, = 

= (1,1,...,1,0,0,...). Alors LE c, € m. Or, on a pour tout z € l 


Se a 
n 


Lë, fn) = H Ti, 
i=1 
d'où | 
3 TEE fo): 
i=1 


où fo = (1,1,...,1,...)Éé co 
13.8. Non. Chercher || fn Il. 
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13.9. a) |f | = 1. b) Non; voir a). 
13.12. Soit pour nE N 


( 0 pour 0< t <- , 
d 1 1 1 
| Ir — )2 pour om StS 5 T A ; 
Side 1, 1 1, 1 1 
L+ (greg lr pour que << 7er > 
| 0 pour en Li< 1. 
Alors x, E C [0, 1], || x, || = 1 et, par conséquent, {x, } ne converge pas vers 0. 
D'autre part, x, —> 0 (n— œœ) faiblement. En effet, 
1 1201 1/2071 
Ken Dill ae] | mogoh V en 
0 172" 1/27 


pour n — œ, où g(t) est n’importe quelle fonction à variation bornée sur [0, 1]. 

13.13. Il s’agit de prouver que dans l} la convergence faible entraîne la 
convergence en norme. Il suffit de le démontrer pour la convergence vers 0. 
Soit dans /, une suite x) — 0 (n — œœ) faiblement et soit sur /, la fonctionnelle 
fi = (0, 0, ..., 0, 1, 0, 0, ...) €m = l*# telle que (x, f;) = En, On a alors 


i—1 
(z0), fi) = 290, ce qui veut dire que x” — 0 (n —> œ) pour tout i. Soit 


(x) -> OU existe alors une suite partielle {h telle que || M I> M > 0 


pour tout k € N. Alors 


O0 
l? = >; > M 


i=1 
et il existe un mı tel que 
m1 4 O0 
(n1) (nı) M 
> pP >M, È <o. 
i=1 i=m;ı +1 


a) _, 0 pour tout i, on a 


3 


. (n 
Posons ox = 1. Puisque z; 


Doch | — 0, 


et il existe un &, > Ou tel que 


mı 


ALG E 
d'où Z 

OO 

> [s| > m, 
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et il existe un m, > m; tel que 


(Na, ) 
Itérant ce processus, nous aboutirons finalement à une suite {z ak} et à une 
suite correspondante m1 < M< ... telles que pour tout k on a 


"Kai aol y ZA Il à 
Œk Ck 
» i < 10 ? » Ti 25 M, 
en | Capl M 
Nak 
>, i <I’ mo =0. 
i=mp 


Cherchons maintenant c= (c1, Co, ...)CEm comme suit. Pour tout j, cherchons 


(PPS) 
un k tel que mk-ı Sj Smp et posons cj=1 si T; "8 >0, et cj——1 si 
Map) . = 
T; <0. On a alors pour la fonctionnelle correspondante (z, Oz D Citi 
i=1 
o0 Mh Mpa , o , 
CR X , Mo) Ma (ng 
d R, f = Ai em > » d'al? # — » i k |— E Ti k 
i=1 Gesi ZK EM i=mp +1 
Mk 
an | M AM. 4 M 3 
> A mm es Maer A 
i=m ti 
et zx , TA ne tend pas vers 0 pour k — o, 


13.16. Pour f = 0 on peut prendre un x quelconque. Soit f + 0. D'après 
le corollaire 4 du théorème 12.1, il existe dans X** une fonctionnelle F telle 
que [FH —=1/[|fll et (f, F)=1 = || F || ilf ||. Puisque X est réflexif, 
on peut mettre (g, F), où g € X*, sous la forme (x, ei, où || z || = || F | = 
= í/ if l 0. D'où (f, F) = (z, f) = Ifi EIS let 

13.21. b) C’est une famille orthonormée dans un espace de Hilbert. 

13.22. 13.23. Utiliser le théorème 13.5. 

13.24. Non. Considérer la suite de x, (t) = t”, n €N. 

13.25. Soient fer, €», . . .} un ensemble dénombrable partout dense dans X 
(par exemple une amilie libre), ZL, un sous-espace dans X engendré par en, 
ga. En, Et ris les + . Fu des nombres rationnels. Associons à la famille 
(n, Tis los - a rn) une fonctionnelle définie sur L, par ses valeurs sur les élé- 
ments de la base (e;, f) = r; et prolongée à X tout entier avec la même norme. 
Il est clair que de telles fonctionnelles forment un ensemble dénombrable. I} 
ne reste qu’à montrer que cet ensemble est partout dense dans X* au sens de 
la convergence *-faible. 

13.26. Non. Comme L, prendre C [0, 1] regardé comme sous-espace de X*, 
où X = C [0, 1}*. 
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$ 14 


14.4. L'application étant linéaire, il suffit de montrer qu’elle est conti- 


nue en Q. 
14.6. d) Utiliser 7.11. 


1 1 
14.9. a) A*y = | y(t)dt; b) A*y=ty (t); ei a= | ty (t)dt; d) A*y= 
t 0 


d 
= | ty (s) ds. 
0 


14.10. a) A*: m — m, Az = (ën, Ze, . . ., Zn, 0, 0,...) 

b) A*: m—>m, A*r = (Mizi, Aafa, ...) 

c) A*: m — m, A*z = (£a, Za, . .). 

d) A*: m — m, A*r = (0, Zu Zo...) 

14.11. Mêmes formules que dans 14.10, mais les opérateurs agissent a) de 
d, dans l}, b) de Z dans l, c) de Z; dans m. 

14.12. b) Až: la — la, Ağz = (0,0,...,0, pn, £a, . . .). Puisque || Ağz || = 


n 
suite {4ž} ne tend pas fortement vers O quand n —> o, 
J”: h — l Jër = zx. 

14.14. A*: H — H, A*x = (x, z) y. 

14.15. Supposons qu’il existe dans H une suite {fp} telle que || fp || = 1 et 
que || Afp || > k. Posons (g, k) = (g, Afp); alors les gg sont des fonction- 
nelles linéaires dans H, avec (g, ox) — (Bg, fr), d'où il résulte que la suite de 
(g, gi est bornée pour tout g € H. D'après le théorème 8.2, la suite dell 
= || Afp || est bornée: contradiction. 

14.17. c) D(4*) = D(A), A*x = (ën, Afs, 3£g,...). 


= || z|], la 
14.13. 


14.18. c) A*:m — ls, D(49={z€m, ZT —=(X1, Lo, ...): D z4 < o} , 
n=i 
A*r= zq. 


1 - 
14.19. ei D(4*)= {x (1)€ Le Im. 1]: (2e dt<æ}, Ana (t)= cr 
0 


14.20. D(A*) est une variété linéaire formée de fonctions définies sur IO. 1] 
et appartenant à H+ [0, 1]; A*zx (t) = dx/dt. 

14.21. Dänn est le complémentaire orthogonal de la fonction z(t) = t; 
A*r = 0 pour x € D(A*). 


i 
14.22. Pn: La [0, 1] —+ H! [0, 1), J*y= | G(s, t) y (s)ds, où 
0 
1 (es — e’) (e Lei pour 0Ls<t<1, 


C D= aT À (etet) (eee) pour 0<1<Ls <1. 


Pour z = J*y, résoudre le problème aux limites 
—z" LL z = y, z (0) = z (1) = 0. 
14.23. An: L, [0, 1]—+ H? [0, 1], 
t 


1 
A*y = f y (s) ch (s— t) d+ EH f y (s) sh (s— 1) ds. 
0 0 
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Pour z = A*y, résoudre le problème aux limites 
2 — z= y’, 2 (0) = y (0), z (1) = y (1). 


CHAPITRE 4 


$ 15 


15.8. Soit {a,, ge... a, } un e/3-réseau de M. Posons Pr = Se/a(ag) N M. 

15.10. Utiliser 1.87 et le théorème 15.1. 

15.12. Si A est bicompact et B fermé, x, et y, n'existent pas toujours. 
Utiliser 1.81. 

15.14. Soient M un ensemble bicompact, f: M — M une isométrie, f(M) + 
Æ M, z€ M, ro f (M), tn = f (tn), n E N. Alors x, E€ f (M) pour n> 1, 
l’ensemble f(M) est fermé et l’ensemble À = MNf(M) ouvert; il existe donc 
un e > 0 tel que Se (zo) Œ M. D'autre part, M étant bicompact, il existe 
des k, Z tels que k < let || zg — zı || < £. On a alors || x, — zp- || < € et 
Tp-1 E Se (Zo), contradiction. 

15.15. Considérer sur le plan un ensemble A = (cos n V 2n, sin ny 2n), 


n E N, et la rotation de A d'un angle V2 autour de l’origine. 

15.16. Il suffit de montrer que ® est une application isométrique; le fait 
que ® soit une surjection découle de 15.14. Supposons qu’il existe pour tout 
e > 0 suffisamment petit un e-réseau M, de M tel que ®(Me) est, lui aussi, 
un g-réseau et que || x, — za || = UO (zı) — © (z2) || pour tous zx, za € Me. 
Il en découle que ® est isométrique. En effet, si a, b € M, il existe dans M, 
deux zu, x, tels que || zı — a || < £, || zta — b || < £, | D (x) — ® (a) || < e, 
ID (x) — D (b) || < e. Alors 


| il a — b I — Il ® (a) — ®© (b) Il I< 
< ||la — b I| — li zı — b I1 +1 Ilzi — b Il — Il z1 — za Ili + 
+ IID (z) — D (za) 1 — Il D (z) — D (b) 1 + 11I D (z) — D (b) I — 
— |l D (a) — D (b) || | < 4e, 


Soit AM. un ensemble de n points de M, tel que la quantité 


dn = min lzi — z ll, Cat, 
Xj» x EM, 


est maximale. Si M, est non unique, on choisira M, de telle façon que la quan- 
tité 


On= D) lzi, ii, 


Xis ZEN, 


soit maximale. Alors M, est appliqué de façon isométrique sur D(M,). Un 
ensemble M, existe toujours, car M est bicompact. 

Donnons-nous un e arbitraire, e > 0. Soit A/a un e/2-réseau de M conte- 
nant k éléments. Alors dp ,, < €. Soit Z le plus petit entier naturel tel que d, < e: 
alors M,_, est l’e-réseau cherché. 

15.18. Poser 4, = M, NM: N... NMa et utiliser 15.17. 

15.20. d) Non. 


15.23. Supposons que M ne soit pas bicompact, Soit une suite der, E€ M, n€ 
€ N, sans points d'accumulation ni éléments (termes) répétitifs. Soit r, = 


=4 inf I| zn — zen ll. Définissons f: M— R par f(x) = 0 pour x € M, 
nÆm 


14—0935 


210 RÉPONSES ET INDICATIONS 


z S, (zn), et de plus a) f(x) = n (1 — || x — x, || /r,) et b) f(x) = (1 — 
— 1/n) (1 — || £ — x, |[/r,). S'assurer que f(x) est toujours continue sur M mais 
a) est non bornée et b) n’atteint pas son suprémum. 

15.24. Non. Considérer dans R l’ensemble des entiers naturels avec une 
fonction numérique définie sur cet ensemble. 

15.26. Utiliser 1.85 a) et 15.25. 

15.27. Non. Etudier le cas de X = R, Y = R, M = ] — x/2, x/2[, f(x) = 
= tgr. 

15.29. Oui, car tout segment (intervalle fermé) est bicompact. 

15.37. Non, car il n’est pas fermé. 

15.39. Utiliser 15.38 et 15.10. 

15.40. Utiliser 1.40 a) ou 15.38. 

15.41. La boule S, (0) n’est pas un ensemble bicompact. Considérer la 
fonction z(t) = | it — 1/2 | et une suite de polynômes P, (t) qui converge 
uniformément vers z(t) sur [0, 1] (l'existence d’une telle suite est garantie par 
le théorème de Weierstrass). 

15.43. Soient 


| 
a, 

R 

= 

S 

à 


tn ( = { 27 pour tE [0, 1/27], ya (8) 


= 1 pour #4€]1/27, 1], 


Aito (Yn) est compacte dans C [0, 1] mais sans points d’accumulation dans 
15.44. a) Non. b) Non. c) Oui. d) Non. e) Oui. f) Non. g) Oui. 
15.45. Oui, mais seulement pour ọ (t) = 0. 
15.46. Si l’ensemble compact M n'était pas nulle part dense, sa fermeture 
contiendrait une boule, ce qui contredit le théorème 15.4. 
15.47. Prouver par récurrence sur k. 


DO 
15.51, a) Si et seulement si D M < œ. b) Si et seulement si Ae — 0 
n=i 
pour n — œ. 

15.52. Soit L un sous-espace dans C [a, b] formé des fonctions continüment 
dérivables, et soit dans L une suite rx, — x, en norme de C1 [0, 1]; on a alors 
aussi zn —> z en norme de C [a, b], d’où zo € L. On munit donc L de deux nor- 
mes et l’on obtient deux espaces de Banach LC [a, b] et LC? [a, b]. L'opérateur 
identité J : LC? [a, b]— LC [a, b], Jz = x, est linéaire et continu. Il en découle 
que l'opérateur J -l est continu, les deux normes sont équivalentes sur ZL, la boule 
unité dans LC [a, b] est bornée en norme de LCt [a, b] et, par conséquent, est 
compacte. D’après le théorème 15.4 le sous-espace L est de dimension finie. 

15.55. Utiliser le théorème 15.6 et 13.23. 

15.57. Considérer la suite de x,(t) = t”, nE N. 


$ 16 


16.1. a) Non. Considérer {4 x,}, où x, = t”, n € N. b) Oui. c) Oui. d) Oui, 
e) Non. 

16.2. Non. Considérer {Azp}, où x, = OT, 

16.3. ọ (t) = 0 uniquement. 

16.4. Utiliser le théorème 16.2. 

16.5. a) Non. Considérer {Az n}, où zu = (Din, n € N. b) Non. Considérer 
{Azn}, où zp = t”t!/(n (n + 1)), n€ N. ei Oui. La boule S, (0) de C? [0, 1] 
passe par À dans un ensemble M contenu dans la boule S= S, (0) de C1 [0, 1]; 
or, tout sous-ensemble S est compact dans C [0, 4]. 
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16.8. a) Non. b) Oui. Utiliser 15.50. c) Oui. Utiliser le théorème 16.3. 
16-19. Non. 
16.12. 


1 `. 
A-iy= | G(s, t)y (t)dt, J (4-)=C [0, 1], 
J” | 


G(s, t) ¢ S(t—1) pour 0£<s<t<1, 
s, t)= 
f ate) pour 0OSI<sS<l. 


16.15. Seulement si X est de dimension finie. 

16.16. a) Oui. b) Non: A n’est pas nécessairement continu. c) Oui. 

16. 17. Non. Considérer une suite d'opérateurs D. "La la, Dat = (x, 
To, : 0, 0, .) pour z = (x, ën. JE . 

16. 18" Considérer une suite d' opérateurs A. = AP, dans laquelle chaque 
D. est un opérateur de 16.17. 

16.19. Soit Az = (Y1, Ya, - . .) pour x = (Un, to, . . .) € la. Considérer la 
suite de À nk Ui, Ha een Yni Ys 

16.20. Soit un ensemble borné M c Ee étant faiblement compact, il con- 
tient une suite faiblement de Cauchy {fn}, n € N. Alors 


IAU —fm) l= D A8 | (fn—fm, ex) = Sr Bn 


k=—1 
r DO , 
où Sr = D, Rr= D. Puisque Ap — 0, ilsuffit de choisir un r suffisam- 
= 1 k=r4i 


ment grand pour avoir 


CO 


Bei D, |(fn—fm en) l3 <8 || fn— fm IS, 
k=r+1 


Donnons-nous un r fixé. La suite {f„} étant faiblement convergente, il existe 
un N tel que pour n, m > N aucun terme de S, ne soit supérieur à e?/r: alors 
Sp E?, || À (fn — fm) Il? < ce?, et A est compact. 

21. 


16.21. Si (An) ne tend pas vers 0 pour n— co, il existe une sous-suite {Anp} 
telle que | Aan | > M > 0 pour tout k € N. Poser = (0, 0, ,01,0,0,...) 
Rs 


et montrer que l’ensemble {Aep} est non compact. 
16.22. Soit une suite d'opérateurs B,: H— H telle que 


Aem pou me H, PEN, 


B — 
nêm e pour m > (0. 


Montrer que les B, sont des opérateurs compacts et que 


AB] 3 let]? +0 


i=n+1 
pour n> oo. 
{as 
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16.23. Soit {r,} © H une suite bornée: alors {A*Ax,,} est convergente 
mais 
l| A£np — Aap; IP 2 Il zn Il I A*Azng — AA, I 0 


pour nk, nij —> œ. 

16.24. Si A est compact, alors, d’après de théorème 16.3, AA * est compact. 
Or, A = (A *)*, si bien que (A*)*A* est compact, et d’après 16.23 l'opérateur 
A* est compact. 

16.25. Utiliser le théorème 16.10 et le théorème 9.1. 

16.26. R (4) = U A [Sp (0)]. 


n 
16.27. Utiliser le théorème 16.4. 
16.28. c) = b) se réduit au théorème 16.4; b) = a) est évident. Démontrons 
a) = b). Soit x, + z (n—+ œ) faiblement, alors y, = 4x, —> y = Ax(n— œ) 
faiblement, d’où 


(Aïn, Yn) = (Atn, Aïn) = | Azn l?—> (4x, y) = Il Az IP. 


Ainsi donc, Azp —> Ax (n—> œ) faiblement et || Ax , Il—> || Ax ||. D’après 13.4, 
on a Arenz Ar, 

16.29. a) = b) A E€ L (X, Y). Si zn > r (n—+ œ) faiblement, alors, pour 
JE Y*, ona A*fE X* et (zp, A*f)=(Ax,, f)— (Ax, f}, donc Az, > Ax 
(n— œ) faiblement. b) => c) Toute suite convergente est faiblement conver- 
gente. c) = a) Supposons que a) soit faux : il existe alors dans X une suite z, —> 0. 
Or, la suite {A z„} n'atteint pas 0 pour n—> o: on peut donc admettre x, =Æ 0 
quel que soit n. Posons oO. = fN | zn |l; alors || &, || = y i| zn Il et &n—> 0 
pour n—+ œ. Or, {Aan}={Azx,/V || x, ||} est non bornée, ce qui signifie que 
{Aan} n'est pas faiblement convergente, ce qui contredit c). 

16.30. Utiliser le théorème 15.6. 

16.31. Utiliser 13.13. 

16.32. Si À est compact, la proposition résulte des théorèmes 16.5 et 16.4. 
Réciproquement, si Y est séparable, tout ensemble borné est faiblement com- 
pact dans Y* ([27], p. 227), si bien que A* est compact, de même que A. 

16.33. a) Profiter de ce que M est faiblement compact et faiblement fermé. 
b) Profiter de ce que l’ensemble A (M) est bicompact. 

16.35. a) Non. Considérer un opérateur À : C [—1, 1]—+ C [—1, 1] tel que 


t 
Az (t)= | x (T) dt. 
0 


On a rt) =1t16 A (S1(0). Or, zn (= V + 1/n? €A (S, (0), et 
Zn (t)—> zo (t) pour n— œ. b) Oui. 

16.36. L'ensemble À (S, (0)) étant bicompact d’après 16.34, il contient 
un élément ayant la plus grande norme. 

16.37. a) Non. b) Oui. 

16.38. Utiliser le théorème 16.9. 

16.39. a), b) Seulement si X est de dimension finie. c) Oui. 

16.40. Non. 

16.41. Seulement si X est de dimension finie. 

16.42. Non. Considérons dans C [0, x] l'opérateur Arz (t) = x (t) sin t; 
l'équation z — Az = 0 n’admet alors qu’une solution nulle mais l'équation 
x(t) (4 — sin t) = y (t) est sans solution pour y (t) = 1. 

16.44. Appliquant l'opérateur B-! aux deux membres de l'équation (B — 
—À) x = y, on obtient l'équation I — B-l4x = B-ly, où B-14 €o (X). 
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16.45. a) L’équation z — Ax = 0 n’a qu’une solution nulle. b) 


t 
U — Aty (t)=y (t)+et lieler? ée, 
` 


16.48. a) Supposons que la suite {R (Ak)} soit strictement décroissante. 
D’après le lemme de la presque perpendiculaire ([27], p. 39, lemme de Riesz), 
pour tout k € N il existe un zp € R (AR) tel que || zp || = 1 et || zp — z || > 1/2 
pout tout z € R (Ak*1). Alors, si Br, = Azp — zp, On a || Bz} — Bz; || > 1/2 
pour k < l, et B est un opérateur compact: contradiction. 

b) Utiliser les théorèmes 16.3, 16.7 et le théorème 1 (voir [27], p. 236). 
c) Utiliser 4.49 b) et le théorème 9.2. 

16.49. a), b) Soient {e;}, {e:} deux bases dans H, > | Ae: |? < œ. On 

OU 


a alors 
>) Il Ae; l= D D lei ej) PDA = A Ie, Are ër 
| WW | => D | (4e, ej) |? = A I| Aer ||? oo. 
c) Soit zE H, ||z|]—1. Alors z=) Wie où D a?=1. or, 
TEE | 
gl 


On a donc || Az | < || À |l pour tout x € H tel que || x || = 1. g) Supposons que 

la suite {4,} soit de Cauchy par rapport à || + |: elle est alors de Cauchy aussi 

par rapport à la norme ordinaire, si bien que A„— B. Il existe alors un M tel 

que || Ah ll < M pour tout n € N. Puisque 4,e;— Be; pour j quelconque, il 
n 


n 


existe pour tout n un m tel que ` || Ame; — Be; ||? < 1, d'où ` Bel? < 


(Aei, ej) We | Ae; k 


< 1 + Met B est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Il reste à montrer que 
An B ausens de Is, h) Voir 16.22. i) Utiliser l’inégalité de Bessel dans 


l’espace L, [0, 4] X [0, 1]. k) > À? < œ. D C’est l'opérateur de 16.48 dans 
n=1 
lequel À, = 1/V n. 
16.50. a) Utiliser 16.49 j). b) Si A = BC, on a AD = B (CD) et DA = 
= (DB) C.c) A* = C* Bi: or, C* et B* sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt 


d'après 16.49 b). d) | (4e, en) | = | (BCen, en) | = | (Cen, Biel < 
< 1/2 {1 Ces I? + | Bien |2}. 

16.51. Pour x = (x, x, ...) El et À, = Un, l'opérateur A:l, — Le, 
Az = Dap, Agfa, . . .) est un opérateur de Hilbert-Schmidt d’après 16.49 
k) mais, d’après 16.50 d), il n’est pas nucléaire. 

$ 17 


17.1. (y, p) = (4x, D) = (x, Artis 0. 

17.2. Si y € R (A), on a (y, p) = 0 d’après 17.1. 

17.3. Soit y € R (4); il existe alors dans R (4) une suite y, —> y (n —> œ). 
Or, (yn, Ÿ) = 0, et, puisque db est continu pour n —> œ, on a de même (y, bi = 0. 
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17.7. A étant normalement résoluble, on a R (4) = +N (A*). Ensuite 
utiliser 17.5. 

17.10. Profiter de ce que le nombre des zéros de À est k — r et son défaut 
est m — r, où r est le rang de la matrice de A. 

17.14. b) y (4) = — 1, y (4*) = 1. c) x (4R) = — k, y (A*k) = k. 

17.17. Non. 

17.19. Non, parce que 


don W(A*) = {0}. Si A était normalement résoluble, l’on aurait (voir 17.8) 
R (4) = Y. Or, cela est faux : les fonctions dans R (A) sont continues et s'annu- 
lent pour t = Q. 

17.20. Si yn = Azn, où x, € D (4) et yn > yo(n— œ), ona || rtp — zı IIS 
< m || yn — yı ll— 0, (n, L— œ). Or, X étant complet, il existe dans X un ze 
tel que x, —> zo (n—+ œ). Puisque À est fermé, on a x, E D (4) et y, = Ato, 
i.e. yọ E€ R (4). Ils’ensuit que R (4) est fermé. 

17.21. Utiliser le corollaire 2 du théorème 12.1. Prenons un get désignons 
par Lı l'enveloppe linéaire des P2, . . ., Pn. Cherchons y; tel que Ly, Y) = 1, 
(z, y1) = 0 sur L. D'une façon analogue, cherchons Yə, . . ., Yn- 

17.23. Supposons que les y,, . .., y, soient linéairement indépendants et 


que leur enveloppe linéaire ait une intersection nulle avec}Ÿ. D'après 17.21 il 
existe des fonctionnelles fi, . .., fn, fi € Y+. 


17.24. Pour n = 1 la proposition est évidente. Supposons qu'elle soit 


vraie aussi pour dn, A, et que les familles api , ve soient biorthogo- 
n-i 


nales. Pour tout x €]X, considérons un élément y = z — 3 (x, p z, et 


l=i 
notons que (y, bei = 0, i = 1,. .., n — 1. Or, la nullité (y, Pn) = 0 est impos- 
sible pour x € X, sans quoi la famille Ip: serait liée. Il existe donc dans X 
une {r,} telle que (zn, Pn) # 0. Une autre solution découle de 17.23. Décom- 
posons 1þ; par rapport à la base {f;}#_, et cherchons z, décomposée par rapport 
à la base (ui: en admettant que les familles {z} 1 et {br} soient biortho- 
gonales. Si la première décomposition est définie par une matrice T, on voit 
sans peine que la seconde est définie par la matrice (7T”)-1, 
17.25. 


(Kz, (ele Lë, Yi) (Zis f= € A (Zi o) 


17.26. Si Az = 0, on a Az = —Kx, i.e. 
n 
Ar= — > d 
i=1 
où È; = Íz, yi), i= 1, ..., n. Or, (Az, b;) = 0 = —Ej d'où Ar = 0, ie 
n 
T= > ii 
i=1 


et 0 = EE; = (x, y) = ox, i.e. x = 0. De même N (4*) = 0, 
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17.27. Pour tout y € Y il existe dans X un x tel que 4z = y. On peut prendre 
d n ke, 
=2+ D (y, Vi) — (2, Vi) Pi, 
i=1 
où x est solution de l'équation 
n 
Ax=y— D (y, Vis. 

i=1 


17.28. Corollaire de 17.26 et 17.27. 
17.30. A= A K, ie. B—À, P = —K. 


17.31. C = A, T = —K, car tout opérateur de dimension finie est com- 
pact (voir 16.16 b). 

17.32. Utiliser l'égalité A = C [I + CT]. 

17.33. Corollaire des 17.30 à 17.32. 

17.34. La famille {y;}%_, est libre. Choisissons dans Y* une famille {#;}5_4 
biorthogonale à {y;}#_, et orthogonale à R (4). Alors {p;}%1 = N (4*), d où 


dim N(4*)>n. Si VEN (A*), posons 


p= > Qi, D) pit f. 


i=1 


Pour tout y € Y on a alors (y, f) = 0, d’où f = 0, i.e. dim N (4*) = n. 

17.35. a) De la définition d’un opérateur positif il ressort que 
(rAA*z, x) >| (x, y) [°. Six € N (4*), ona (z, y) = 0, auquel cas y E R (4). 
b) (44 *)* = AA*, et si AA*z = Ô, on a z € N (A*)et (x, y) = 


CHAPITRE 5 


§ 18 

18.1. An > 0. 

1 

18.7. (Az, y) = UA (z +y), £Fy) — (4 (=y) z—yj+ zia (z + 
+ iy), z + iy) — (A (x — iy), x — iy)}. Permutant z et y, Ze obtient 
(Az, y) = (Ay, x) = (x, Ay). 

18. 8. En général non. Considérer un opérateur A :l,— l, tel que Ars 
= (£4, Zeil, x8/3, . . .) pour z = (x, ze, AE 

18.9. Si (Ax, x) = 0 pour tout x € H, alors (A Le + hk), x + h) = (Az, h) + 
+ (4h, x) = 0 pour tout k € H. Posons h' = ih; il vient Gs, h') + Ob, x) = 
= 0 ou — (Arz, h) + (Ah, x) = 0, d’où (4x, h) = 0, Az = Q0 et A = 0. Dans 
un espace réel cela est faux: considérer dans E? l'opérateur de rotation d'angle 7/2. 

18.10. Ce résultat est vrai pour tout opérateur linéaire borné. 

18.11. a) Non. Donner un exemple dans ES b) Oui. N est fermé d’après 
18.10. Il est clair que pour x€ N onaxe N quel que soit à € C. Soient 
x, y € N:alors (A (x + y), x+y) = (Az, y) + (4y, x) = 2Re (Ax, oz. 
D autre part, (A (x—y), x — y) = —2Re (4x, y) > 0. Ona donc Re (4x, y) — 

, (A (cty r+y)=0etz+yen. 


18.12. b) 4, = + (4 + 4%), A= 3 (4 — A*). 


18.13. Oui. Considérer l'opérateur de ky 8. 
18.14. Utiliser 14.7 c). 
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18.15. Pour l’opérateur auto-adjoint 42, utiliser 18.6 a). 

18.18. Si Ar = 0,ona 0 = (A”z, A” -2x) = (An-lz, A”-1x) = || Anel, 
d’où AM = Q. 

18.19. b) Montrer que la suite {æ} est croissante et majorée. 

18.20. b) = c) Soient z 0, (4x, x)—0. Alors (4x, x)=(V Az, V Aal = 
= || V åz |? = 0, d'où V Ar=0 et Az = 0, N (4) Æ 0. 

18.21. c) = a) Pr— P?r—0, donc (1— P)x € N (P) pour tout z€ H, d'où 
(Pz, y) = (Px, Py $ (I — P) y) = (Pz, Py) pour tous x, y € H, ou (Pz, y) = 

= (Px, Py) = (z, Py). d) = a), Il Pz |? = (Pz, x) = (x, P*x) et, puisque 

le premier membre est réel, (x, Sai = Uz x). Donc, (Pz, x) = (P*x, x) 
pour tout x € H et, d’après 18.9, on D PC ps 

18.24. ((C*AC — C*BC)x, x) = (Lä — B)Cz, Cr) 0. 

18.25. Utiliser 18.9. 

18.26. Non. Considérer dans Æ? les opérateurs définis par les matrices 


: f 0 | 
Wo Ai" 
18.28. Utiliser 18.6 a). 
18.29. (A-1 x, y) = (Aix, AA y) = (x, A- ly). 
18.30. As, x) = (A-ix, AA-lx) = (A int, A- SEH 
18.31, Soit À = a + if (P 0). Alors || (4 — A )z |}? | (4 — al )z|? + 
"PI z |> p? x |P. 
18.34. Montrer que || (4 + AM)x [> À x ||. 
18.35. Utiliser le théorème 9.1. B 
18.36. |z |? = (Iz, as (4z, x) = | V åz |2. D'où N (V å) = 0 et, 
conformément à || V Ax I= || x |, l'opérateur VA est continûment inver- 
sible, auquel cas il existe un opérateur continu À -1 = [(V A)-1}2. De plus, 


IER 
(pn 3 


(A-z, x) = | Ar ||? < || xz ||? = (x, x). Montrons maintenant que B-1< 
< A-1. Dans l'inégalité (Arx, ek (Bz, x) posons x = À-l/2y, alors (A1/2y, 
Ami = Jl y 2< (BA y, A y) = (A-12BA -1/2y, y). Il en résulte 


comme précédemment que A-1/2BÀ -1/2 est continûment inversible et que 
(A-1/2BA-1/2)-1< I, i.e. que Al/2B-1A1/2< I, d’où l’on déduit que B- < 
< AT d’après 18.24. 

18.38. Utiliser 18.24. 

18.39. VA = À. 

18.40. Utiliser 18.15. 

T. T1+ Le 

18.41. V Ar Së 

18.47. b) Soit B? = A. Si N (B) = 0, on a N (B?) = N (A) = 0. Puisque 
N (Bic N (B3) = N (4), l'espace N (B) est de dimension un, engendré par 
un élément e}. Ensuite Aes = B?e, = e,/2, d'où BB?e, = Be,/2 = 0, i.e. ABe, = 
= 0. Alors Be, = Xe, et Ae, = B (Be) = B (àe) = 0: contradiction. 

18.48. Démontrons l'unicité. Si B,, Ba € Ô (H), , Bı, B> 0, | Ar || = 
= || Biz || = || Bax ||, on a (Bîx, x) = i Br ||? = || B xz |? = (Bir, z), 
d’où B? = B? et B, = B,. Comme B, prenons l'opérateur H A*A. 

18.49. Utiliser 14.15. 

18.53. || Añx l? = (Ağz, Ağz) = | Ana fol Az ||” = (Az, Ar) = 

= (A*Azx, x) = "i A*zx || 2. D'où || Ažz — A*r || ?= || Ažz || ?2=(A4%*7r, Ašr)— 
— (AËx, A*x) + | A*x 2 — 0 pour n— œ. 

18.54. Soit x, — 0 (n— œ) faiblement. Puisque À est compact, on a 

Aïn 0. Or, (Atn, Salz Azn, V Azn) = I V Azn IP. D'où V Azn + 0 


et HA est compact, 
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18.55. Soit x, — 0 (n—> œ) faiblement. Puisque B est compact, on a 
(Bzh, tn) > 0. Or, 0< (Azn, 2n) < (Brn, £n), d'où (Azn, xn) > 0 et par suite, 
V Azn —> 0. Puisque Ee est continu, on a HA (V Azn) = = Axn — 0. 

18.56. a) Montrer que || U (àz) — Wz |2 = 0 et || U (x + y) — Uzr — 
— Uy Bas b) Utiliser légalité || Ux || = || x || et le fait que R (U) = H. 
dy Si A est un opérateur isométrique, on a 


(Az, Av) = IA (r + y), A (+u) — (47, 42) — (Ay, Ay) = 


=- ll z+ y l? — Url? Il y ll = (z, y). 


18.57. b) (Uz, Uy) = Bir, AB-ly) = (A*AB-lx, B-ty) = (B?B-lx, 
By) = (Bx, B-ty) = (z, BB-ty) = (x, y). 


$ 19 

19.2. Non. 

19.4. a) A la valeur propre À — 1 est associé le sous-espace propre des fonc- 
tions paires, et à la valeur propre À = —1, le sous-espace des fonctions impai- 
res. b) À, = n, z (t) = cost, À = —n, x, (t) = sint, à la valeur propre 


À = 0 est associé le sous-espace propre {œ sin t + P cos t}l, avec a, PER 
quelconques ; l’orthogonalité est entendue au sens de l’espace réel L, [— x, if 

19.5. a) Àn = —n?, £p (t) = sin nt (n = 1, 2,. ..). ba = O, zo (t) = 1, 
n = — HÄ, £n (t) = cos nt (n = 1,2,...). C0) Ao = 0, zw t) = 1, Àn = —4n, 
£n (t) = cos 2nt, sin 2nt (n = 1, 2, 

19.7. Supposons que (À — An: -i existe. Les deux membres de l'égalité 
A (4 — àI) = (A — àI) A sont à multiplier à gauche par (4 — AI). 

19.8. Vérifier que (R, (4) — Run (4)) (4 — uI) (4 — AI) = (À — HU, 

19.10. Si AB = BA, on a B (A — M) = (A — àI) B. Multipliant les 
deux membres de la dernière égalité par R} à droite et à gauche, on obtient la 
proposition cherchée. Si RB = BR; pour un certain À, multiplier les deux 
membres de cette égalité par À — ÀI à gauche et à droite: on obtient B (4 — 
AfD) = (4 — àI) B ou AB = BA. 

19.11. Profiter du fait que A — ÀJ est un opérateur continüment inversible, 
de l'égalité B — A = (B — AI) — (A — XI) et du théorème 9.4. 

Me 12. Utiliser le fait que A — (à — u) I = À — AI + w et le théorè- 
me 

19.13. Si et seulement si X est de dimension finie. 

19.16. o (4) contient la valeur propre À = 1 de sous-espace propre engendré 
par x (t) = t, et la valeur propre À = 0 de sous-espace propre {x (t) € C [0, 1]: 
a (0) = x (1) = 0}, ro (A) = 1, 

+ y (0) ty (0) 
Re (ue Re e, 


19.17. Le spectre contient la valeur propre À = 1 de sous-espace propre M et 
la valeur propre À—0 de sous-espace propre MŁ. R;(P) = T7 -UZ . 


19.18. ø (4) se réduit à un point unique À = 0, 


t 1 
1 1 TC 7670 
Ei (4) y= y | e ° y (s) ds 
0 


? iro o (4) se confond sur le plan complexe avec la fermeture de l'ensem- 
e i D 
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19.21. Utiliser 19.20. 
19.23. Supposons que À 0, que l'opérateur (4B — ÀI)-1 existe et que 


C = (AB AT S'assurer que (BA — ÀAI)-1 = EU — BCA]. 
19.26. Soit À = 0, À € ø (4-1). Alors l'opérateur À -! — AI neet pas con- 
tinûment inversible, et par suite A (4-1 — AI) = I A4 — À (4 — r) 


ne l’est pas, lui, non plus. 

19.27. Utiliser 18.50 c). 

19.28. Soient À Æ 0, x Æ 0, AA *x = Ae, Alors A*zx Æ 0 et (A*A) (A*r) = 
= A (A *x), et réciproquement. 

19.29. Le point À = 0 appartient au spectre mais, pour K Æ 0, n’est pas 
une valeur propre. 

19.30. Utiliser 18.15. 

19.32. Soit e > 0. Il existe un N tel que 


sup || A < ro (4)+8€, sup || BI < ro (B)+-e, 
n>N n>N 
auquel cas on a pour n >2N 
(4+8 =|| D C7ArBn-r || < D CI AR Bn- || < 
R=0 k=0 
N 
< (ro (4)+ro (B)+ 2e) + D CË || Ak || I| Bn-k |+ 
R—0 
N 
+ >) CÉI AR|] Bn=k le (ro (4) + ro (B)+ 22)" + 


k=n-N 


N N 
+ D CRI Ak || (ro (B)+em-h + X) CË || Bè || (ro (4) +8, 
kR=0 


k=0 
D'où 
AH Cour 
(ro (4) + ro (B)+ Zem <i+cgs, di 


et, pour n—> œ, on a ro (A + B)< ro (À) + ro (B) + 2e. La seconde inégalité 
se déduit de l'inégalité 
I CAB} ESOU 47% || I| B” || 


vraie pour toute paire d'opérateurs qui commutent. 


$ 20 


20.1. ø (4) se réduit à un point À = 0 du spectre continu. 

20.2. ø (A) se réduit à un point À = 0, valeur propre de multiplicité infinie. 

20.3. o (A) comprend le point À = 0, valeur propre de multiplicité infinie, 
et les valeurs propres À,, À, racines de l'équation 240 A2—321—1 = 0, aux- 
quelles correspondent deux sous-espaces propres de dimension un. 

20.4. Soit {y} Œ R (A — ÀI), yn —> ypourn— œ ; alors y, = (4 — ÀAl)x,. 
Si {za} contient une sous-suite bornée, alors, A étant compact, il existe une 


d 
sous-suite {Ax, } qui converge. Donc x, =7 (Atn, — Yn,) > za, doù y = 
= (A — À) za, y E€ R (A — AT, Si par contre {x,} ne contient aucune sous- 
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suite bornée, on a || x, || + œ pour n—+ œ. Posant z, = Zoll Zn ll, on 
répète la même démonstration. 

20.6. Utiliser la proposition de 18.50 b) en l’appliquant à l'opérateur A —AI. 

20.7. o (A) = [0, 1], tous les points étant ceux du spectre continu. 

20.8. Soient À = æ + ip, y = (4 — À)xr. Alors (x, y) — (y, EX = 
= ip || z I2, d'où |l y >P 1, let, ou || Ae — Az => | $I Il zx I. D après 
le théorème 9.1, on a À € p (4). Si À < m, alors, pour || x || = 1, on a || (4 — 
— A) z || => m — À, et l’on utilise de nouveau le même théorème. 

20.10. Utiliser 18.14. 

20.11. Si R (A — àI) = H, À n’est pas une valeur propre, auquel cas 
l'opérateur (4 — Ai existe; utiliser 18.49. 

20.14. Oui. 

20.16. À est défini sur H tout entier et est compact d’après 16.20. Par 
calcul direct, on s'assure que l'égalité (Az, y) = (x, Ay) pour tous x, y € H. 
D'après 18.49, À est auto-adjoint. 

20.17. o (A) se compose des valeurs propres de la forme À, = 1/(n?n?) 
auxquelles sont associées les fonctions propres x, = sin nant, n € N. Dériver 
deux fois les deux membres de l'équation Ar = Àz. 

20.18. Considérons le sous-espace propre L de À associé à sa valeur pro 
pre à = 4; L est invariant par A. Puisque A est auto-adjoint, LŁ est invariant 
par A, lui aussi. Si Az = 0 pour tout x € L+ la proposition est démontrée, 


sinon l'opérateur À admettrait dans Lt un point de son spectre différent de 
À = 0 et de À = 1. 


20.19. b) (A*Azx, x) = > (x, Ba Ha, Le fait que Ha > 0 pour tout n tient 


n 
à ce que le premier membre est positif. c) 


BN d d __ 1 x _ HR — 
(ens al (dns -yr Ahr) = Cine A*A) EE (n, Rx) = 0, 


ce qui nous donne pour k = n 


ETH 
n 


Puis on montre que la série est convergente en majorant son résidu: 


EA, 2 Rip 

IS An (z, An) en Ba D M3 1 (£, kn) 12 < A3 || I. 
n=k n=k 

Puisque À, > 0 pour n —> o, la série est bien convergente ; il reste à montrer 

ou elle converge vers À x. Il suffit de le démontrer pour un sous-ensemble partout 

dense dans H : ce peut être l'enveloppe linéaire de tous les vecteurs propres de 

A*A (y compris ceux qui sont dans N (À)). 


$ 21 


21.1 a) z (s) = 1. b) Pour À Æ 2 on a x (s) — 5 2 7 sin s, et pour À=2 il 
n’y a aucune solution. c) z (s) = sin s. d) Pour À = 2 et A = —6 on a 
6— À A (42— À) 
— ç2 e O een 
POSTER TE DE +0 : 
et pour À—=2 ou À—=—6 il n’y a aucune solution. e) Pour À = — 5/2, 
À Æ 3/2 on a z(s)=s4 p 8510 a pour À——5/2 il n’y a aucune solu- 
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tion, pour À —3/2 on a eil air s?+Cs, où C est arbitraire. f) x(s)— 
2 À x? 


së LA sin s. g) Pour À =Æ 1/2, A Æ —1/2 ona s(9=1—- s—5 TA * 
X cos s, Bot = — 1/2 il n’y a aucune solution, pour à= 1/2 on a z(s)= 
=0— s+ (c SCH coss, où C est arbitraire. h) Pour À = — 3/2, 
A == — 3/4 on a 2 (9) = A sin s+ cos 2s, pour à= — 3/2 il ny a aucune 
2 (2À +3) ’ 

solution, pour À — -—3/4 on a x(s)—cos 26 — Št sin s+C coss, où C'est arbi- 
traire. 

1.2. a) À = 1/7, p, = sin s + cos s, À, = — Un, P = sin s — cos se 
b) À, = 2/7, Pı = COS S, Aa = — 2/7, Pa = sin s. c) Au = Àa = —3, p = s — 
—22. d) Ausser P = P, Mes, P= s. 


2 2° 
21.3. À = 2kR+1/7, Pr = sin ks, k € N. 
21.4. a) Si À = 3/2, l'équation est résoluble pour o, B, y quelconques: 


EE 


pour À = 3/2 elle est résoluble si et seulement si p = Oet x (s) = as? + y + Cs, 
où C est arbitraire, b) Si À = + 2/n, l’équation est résoluble pour tous o, B: 


LOTEP sin s+$ ; 


pour À = 2/n, elle est résoluble pour o, B quelconques: 


z (s)= 


sid LTE sin s-+B+C coss, 


où C est arbitraire; pour À = —2/x elle est résoluble si et seulement si an + 
+ 48 = 0, et z (s) = B + C sins, où C est arbitraire. c) Si À = 3/2, à  — 3/4, 
elle est résoluble pour tous o, B, et 
158 +120 
zm on ei EE LE 
gieler 155204 S’ 


si À = 3/2, elle est résoluble pour tous o, B: 


z (s) = as? 4 Cs2— -25P — 6A D 
15 
où C est arbitraire ; pour À = —3/4, elle est résoluble si et seulement si Zo — 
—56 = 0, z (s) = a + Cs, où C est arbitraire. d) Si À 3/2, à = —1/2, 
elle est résoluble pour tout œ et x (s) = eer si À = —1/2, elle est résolu- 


ble pour tout o, et x (s) = _ (a — C) s + Cs, où C est arbitraire; pour À = 


= 3/2, elle est résoluble si et seulement si æ = 0, et z (s) = Cs, où C est arbi- 
traire. 


27 
21.5. (al = 16+à | sin (s— 2t) f (t) dt. 
0 
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21.6. a) À, = (x/2 + nit, Pn = Sin (n/2 + nn) s, n E N. b) An = 4r? — 
— À, Pa = sin 2ns, nEN.c) An = (n + 1/2} — 1, p, = sin (n + 1/2) s, ne 


EN. d) à = 1, Po = e, À = ën, Pn = Sin nas + nn cos nas, nEN 
e) Àn = H (+), On = kn COS k,s+sin kns, n EN, où les ko sont racines 
strictem nt positives de l'équation 2 cotg k = k — (IK f) ùn = —k2/3, Ph = 


= kn cos k ns + sin kps, n E€ N, où les kp sont mêmes que ci- -dessus. 
21.7, 21.8. Utiliser 20.19. 


21.9. a) Nombres caractéristiques À, = —n?n?, fonctions propres (un = 
= sin nas, n € N. Pour A Æ Ae 
-s (1 am nns: 
z (s)=s 2 DST Tni sin nas ; 
pour à = —nr?n?, n E N, il n’y a aucune solution. b) Nombres caractéristiques 
et fonctions propres: voir 21.6 d): Ao = 1, Po = ef, An = ORT, Orn = 
S sin pate cE mar cos wass n € N. Pour à Æ An, kEN, ona 
2 De 
—— ee Ee S een ` e 
x (s) = cos ns + a | TECE e CERS (sin rs + n cos ns) | ; 
pour À = À et À = —nx? il n’y a aucune solution; pour À = —n?n?, n = 
= 2, 3,...,0n A 


À 2 . 
KERSCH Lean SE (sin ns+ncos ns) | + 


+C [sin nns+ nn cos nas], 


xz(s)=Cos ns + 


où C est arbitraire. 

21.11. a) x(s) = 2s+1. b) x(s) = s+s/6. c) zx(s) = e (1 + ai, 
d) x (s) = le + sin s + cos s). 

21.12. a) Solution exacte x (s) = 1. b) Solution exacte x (s) = —1. c) So- 


lution exacte x (s) = —1. d) Solution exacte x (s) = s/2. e) Sans solution. 
21.14. a), b) Non. c) Oui. 


21.15. a) xz (t) = 1. b) z(t) = 2sint. c) z(t) = 1 + 2t + t?/2 + t?/3. 

z (t) = t — tè; e) r(t) = 4. 

21.16. 2) a) Solution exacte z (t) = t. b) Solution exacte x (t) = et. c) Solu- 
tion exacte z (t) = 1. d) Solution exacte z (t) = et, 


$ 22 


1 
22.3. (Az, y)—(x, Ay)=i leist) dt=ifry]|{=0. Soient (ix’, y)— 
0 


=(x, y*) et y** l’intégrale indéfinie de y* ; alors 
1 

Laut at 0, 
0 


d’où k = y + iy** est constante presque partout sur 0, 1] ; changeant ses va- 
leurs sur un ensemble de mesure 0, on obtient y + iy** = c, d'où y + iy* = 0 
presque partout. L'ensemble de définition de Ar réunit donc toutes les fonc- 
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tions absolument continues y (t) dont les dérivées sont dans Z, [0,1], aucune 
contrainte n'étant imposée aux valeurs aux limites. 

22.5, En général non, car il peut y avoir D (4*) = (. 

22.6. Soit y E D (A*) et A*y = y*. Puisque R (A) = H, il existe dans 
D (A) un h tel que Ah = y* ; donc, pour tout z € D (A) ona (Ax, y) = (x, y*) = 

= (x, Ah) = (Ax, h). D'où y =hkED (4). 

22.8. Si Au = 0, on a (u, Av) = (Au, v) = 0 pour tout v € D (A), si bien 
que u est orthogonal à À (A). On a donc u = 0 et l’ opérateur A”! existe. On 
montre ensuite que l’opérateur (4*)-1 existe et que (A*)-1= LA, d’où il 
découle que À -! est symétrique. 

22.9. Seule la densité de R (A) est à vérifier. Sinon il existe dans H un 
h 0 tel que h 1 R (A), auquel cas (f, Ah) = (Af, h) = 0 pour tout f € H, 
d’où Ah = 0, ce qui contredit l'existence de l'opérateur inverse. 

22.11. a) = b) A = A*; puisque A* est fermé, il en est de même de À. 
S'il existe un z € D (A*) = D (A) tel que A*x = ix, ona Ar = ir et — i(x, r)= 
= (ix, x) = (Ax, x) = (x, Ax) = i (x, x), d'où z = Q. Alors N (A — il) = 0. 
On montre de même que N (4 + il) = 0. b) = c) Si R (A — il) n’était pas 
dense dans H, alors, pour un y € [R (A — il)]t, y Æ 0, il y aurait ((A — Ur, 

y) = 0 pour tout x € D (A), doù y € D (A*)et (A — il)*y = (AY + (im = 0, 
ce qui est absurde, étant donné que N (A* + il) = 0. Il reste à montrer que 
R (A — il) est fermé. Si x € D (4), on a | (4 — iljz P = Asäz, 
et si {zrn} Œ D (4) et (A — il)rn— Yo, On a Tn—> To et {Azp} est convergente, 
elle aussi. Ainsi donc, R (A — il) est fermé et se confond avec H. On montre 
de même que R (A + il) = H.c) = a) Soit r € D (A *). Puisque R (4 — il) = 
= H, il existe dans D (A) un y tel que (A — il)y = (A* — il)zx. Or, D (A) 
c D (A*), si bien que z — y € D (A*) et (A* — iỌľ) (x — y) = 0. Puisque 
R (4 + il) = H, ona A (A* — il) = 0 et donc x = y € D (A) et D (A*) = 
= D (A). 

22.13. Supposer qu’il existe deux fonctions propres ayant même valeur 
propre, et montrer que leur déterminant de Wronski est nul. 


s(i—t) pour (Uess tel, 


22.14. G(s, t)= 
a) G(s, 1) f as pour (e tege: il. 


b) G(s, D (s+1)(2—t) pour (esesetsel, 
sl (t+1)(2—5s) pour (stees l. 
ei G (s, ai sin scos ż pour Uess fe", 
sin tcoss pour Uete ss "mt, 


d LL pour 0Ks<i<1, 
dien? shtsh(1—s) pour 0<t1<s<1i. 


es-t — > -esti-2 pour 0L<s<t<i, 
e) Si | y| Æ 1, G(s, t)= 


els — Te ,efif-ä pour 0OSi<s<1. 


Pour y= — 1, G (s, t) n’existe pas; pour y=1, CIS, Urs e 
1 
2215. a) z(s)= | G(s, t) z(t) dt, où 
0 
G(s, o={ arctgs pour 0Ss<1< 1, 
arctgt pour 0OSiI<sSs< 1. 
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1 1 
b) z (ele A | G (s, Nadi | G(s, t) f (t) dt, où 
0 0 


(s+2)(1—t) pour 0<s<t<1, 
(t+2)(1—s) pour 0LiI<s<1. 
c) La fonction de Green n'existe pas sous les conditions aux limites données. 
22.16. a) La proposition découle de l'égalité 
b 
— 12 2 Kai 2 Pi 2 
(Uz, 2)= | (pz'2+ g2?) dt +- P (a) 2? (a) H-B p (0) 2? (b). 
a 


b) Les valeurs propres de U sont inverses de celles de l’opérateur intégral admet- 
tant G (s, t) comme noyau. Utiliser le théorème 20.1. c) Utiliser le théorème 20.4. 

22.17. Soient (OC D, Is (t), kEN, une famille orthonormée dense dans 
Lea, b] (voir 22.16 c)) de fonctions propres de U qui correspondent aux 


G(s, D= + { 


valeurs propres At, De Au se, <... Alors r= > (x, Ph) Qk et (Uz, x)= 
k=1 


= D Ml, > D lie, qu)l=Mlzlf= M. D'autre part, pı (t) E 
k—1 


EA = 
ED et (Up, Pa) = A1 I| Pa l? = An, 
22.18. rot) = V 2 sin nt. 


CHAPITRE 6 
$ 23 


23.5. Il est borné, car tout ensemble compact est borné. 

23.6. F est continu, car la fonction K (t, s, x) est continue par rapport à x 
et on peut passer à la limite sous le signe somme en cas de convergence uni- 
forme. D'après le théorème 15.3, F est compact. 

23.7. Non en général. 

23.12. F (x) — F als F’ (xa) (x — to) + o (z—zxo),z ES, où [lo (ils 
= o (|| k ||) pour k— 0, car F est différentiable. Ensuite, G (z) — G Goal = 
= G’ (20) (z — 20) + 8 (z — zo), z€ Z, où || ô (8) || — o (lig I) pour g> 0, 
car G est différentiable. Or, on a alors dans un voisinage du point z, 


(F » G) (z)— (F * G) (zo) = F (G (z))— F (G (20) = F” (to) X 
X (G (z)— G (20))+o (G (z)—G (20))= F” (z0) G’ (20) +P (z —Zzo), 
où PG—%0)=F (to) Ô (z— zo) + © (G (z)—G (zo)) et p(gll=o(Igi) quand 
g— 0. 
23.13 Er (z) h=2 (zo, h), G Gei h= Er AU = d pour zı Æ 0. 


(£i, T1) N zle? 
— I 
23.18. a) P'O. 1, 1)=1l1 2311; b F'(4)= ol; ei Pr. 1)— 
1 
0 —17e _ _ _ 
— —1 
| ol: araa n=] da 1/ v3 ne, 


1 0 
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db: (to) 
dr 


(to) 


RER 


23.19. (F »GY (to) =| 


hz. 2, r=, 2, 
, 2, =1, 


*..s 


uo) = = Cos sin z, b) d er = Sin COS z; c) F’ Ge 1— zx; 
b 
F (u)—F (u)=h(— | Dis, s, uo (8)+h (8))— f (£, s, uo (8))] ds. 


23.23. F'(0)h=h(x)+X À sin zh (s) ds. Intégrant l'équation 


a 
h(x)+Asinz | h (s) ds = cos x 
0 


de 0 à x. on obtient 


n 
a—2ha=0, a= | h (s) ds 
0 
Pour À = —1/2 on a a = 0 et h (x) = cos x. Pour À = —1/2 on a h (x) = 


= cos x + C sin x, où C est une constante arbitraire. 
23.24. D'après 23.12, on a 


-A (ten Diesel F’ Le +0 (z2— 21)] (22—21). 


Intégrant cette identité suivant [0, 1], on obtient la formule de Lagrange. 
23.28. Appliquons d'abord la formule de Lagrange à F, puis la condition 
de Lipschitz à F’. Il vient 


Il F1) —F (te) — F” (x2) (x1 — 22) || < 


Ti z2 || S 


1 
cl lr (z240 (z1 — z2))— F” (z2)] oi 
0 


I| F” (z248 (£1 — 22))— F” (x2) || dO || ta — z2 || < 


A 
De, E 


d 
< | 1040 || r1, — äre lai le 


O Eo Fil 


23.30. Soient EE Are Em, Irllsec, et soit M= sup lfn(é)l 
n 


HES 
alors | fn(zn)| SM, nEN, et donc F(x)Em. D'après la formule de Taylor 
on a pour z? = {z0} Em 


fn (En)— fn (28) — fn (th) (Zn — 29) = 


1 
=| [fn (x, +0 (£n —2h))— fn (xh)] d0 (Zn — zn). 
0 
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Puisque To est équicontinue, le second membre de la dernière égalité est o (| x, — 
— zx? )| pour x, — z9, d’où 


| F’ (x°) h = (fi (23) his fo (22) has .. A 
23.31. 


b 
P Led h= | [Pt ait, va CE D SO) ue dt. 


z Ox’ 
a 


1 


1 
23.36. [| Foxy] (= 2 (0 | K (t,s) y (s)ds + y (t) | K (t, s)x(s)ds; 
0 0 


d 2 e d 2 2 2 
| LEE _ Faz? |h = 2F,h?. 


L dx 
23.38. a) dF (zo, h)=h"+hco;t, dhF (a kh)=sin (t+kn/2) hk, k> 2. 
b) F (zọ+h)=sin t+k"+h cos t+ S SR CERN ja 


k= 
23.39. Répéter le raisonnement de la démonstration du théorème d’Abel. 
23.42. Q= {(z1, z2) € R?: | x1, ta | <1), Pu = 


b 
23.44. Patar et | K (t, eieiei ds + rt (x x 


i M e 


X(t, s)e 0S)pR (s) ds. 
23.46. Pour z({)€ Co on a 
sup [ir(t)|<& sup |teT®Ż] ilz lla = (ae)! |l z lla < 1 
0 TO, +oof 


3 +oo[ 3 


si || z |l < &e. Donc 


læ le 
Il F (x) lla SIN T z lo e 


$ 24 


24.3. a) Utiliser le théorème de Lagrange et le théorème 24.1. b) Démon- 
trer l'existence d'une fonction réciproque de f (x) à l’aide du théorème de La- 
grange, puis utiliser le théorème 24.1. 

4. t = 0,35. 

24.7. t = —0,75. 

24.8. ci E, = 0,00, E, = 0,92, E, = 1,55, E = 2,02, E, = 2,42, E; = 
= 2,79, E= 3,14, E = 3,49, E,=3,86, E = 4,26, Eio = 4,73, E = 5,36, 


En = 6,28, Ep E KE (k = 0,14,...,12). d) E (T/4) = 1,81 pour e = 0,25, 


E (T/4) = 2,02 pour e = 0,5, E (T/à) = 2,18 pour e = 0,75. 

24.9. c) Si k = 2, za = 0,00, x, = 0,10, za = 0,22, za = 0,35, z= 0,49, 

25 = 0,64, zę = 0,81, z, = 1,01, z = 1,25, 29 = 1,54, z,9 = 2,00, 
= z (m/10), m = 0, 1, ..., 10. 


24.10. Considérer la fonction f (x) =r — 5 Le — a) et s'assurer qu'elle est 


== 


Im 


une application contractante de [a/2, 1] dans lui-même. 
1/2 1415—0935 
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24.11. La limite est égale à 1 + V 2. Considérer la fonction f (x) = 2 + Ur 
et s'assurer gu elle est une application contractante de [2, 3] dans lui-même. 
24.19. Considérer l'application D: R—R, ® (x) = x + n/2 — Arctg x. 
24.20. Soit oe: Q —+ R une fonction réelle sur Q telle que ọ (x) = || ® (x) — 
—z ||, r€ Q. Puisque D est une application continue, ọ est continue. Puisque Q 
est bicompact, ọ présente sur Q son minimum a> 0 en un point x, €Q. Si 
a > 0, on a @ (D (x9)) = || D (D (ro))— D (z0) I < IL D (£0) — zo = (evi 
= a, ce qui contredit la définition de a. Donc a = 0 et x, est un point fixe 
de ®©. Il se peut que ® ne soit pas contractante: par exemple ® (x)=sin x 
pour æ € [0, 7/2]. 
24.23. b) Kp (s, t) = st/3-1, R (s, t, À) = 3st/(3 — À). c) Pour À Æ 3 la 
solution est 
3A i 
sidd gy | Aat, 
0 


24.28. L'opérateur db = ® a un point fixe r* et un seul. Or, p et P com- 


mutent sur Q, si bien que ® (x*) est aussi un point fixe de p, de sorte que dh (rä = 
= 1*, Si z est encore un point fixe de ®, on a Ÿ (x) = P™ (x) = zx, i.e. r = zf, 


24.31. D'après la formule de Taylor 


, 1 - 
f (1*)=f (n) + f (Tn) (z*— 2n) + Í (En) (z*— tn}, 
d’où 
l 
O S ën ET Ss 57 (Zn — 281. 
De plus 


f (2*) = f (to) + f (n) (1* — z0), 
si bien que 
0 < ro —2* < |l f (z0) |/m. 


La majoration sen déduit par récurrence. 


24.33. Si x = (zı, ze, . . .) € l est un point fixe de F, alors [x || = 1, 
car || F (x) || = 1 pour tout z € l}. Or, pour x = F (z)ona z = t=... =Q: 
contradiction. 


24.34. b) L'opérateur F est continu, car la fonction f (t, x) est continue et 
on peut passer à la limite sous le signe somme en cas de convergence uniforme. 


Ensuite, F est compact, vu les majorations 
| F (£) |S |zol Holki, |E (x) (ti) — F (x) (ta |< b |ti — tel 
et le théorème 15.3. c) Utiliser le théorème 24.4. d) f (t, x) = Vz (to = 0. 


zo = 0). 
24.35. a) Soit z (t) solution du problème aux limites. On déduit alors de 


l'équation différentielle que 


x" (t) = Kexp {— | z (s) ds} 


D 


et que par suite 


T O 
r(t)=Lt+M+K | exp f — | z (5) ds} do dt, 
0 0 


© 
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où les constantes X, L, M sont définies à partir des conditions aux limites, et 
l’on est conduit à l'équation intégrale. Réciproquement, si x (t) € C [0, 1] est 
solution de l'équation intégrale, elle vérifie les conditions aux limites et l’équa- 
tion différentielle. b) Soit 


[x(t)I<r=lal+|bl+lc—a—bl], 
alors de même 
[D ()I<lal+lbl+ic—a—b|=r. 


c) Il ressort de b) que l’ensemble des fonctions y (t) = {® (x)} (t) est borné. 
Ensuite on s'assure que 


|y (te) — y G) IST + 2e ]|ce— abl] it: —t}, 


d’où il ressort que c’est un ensemble de fonctions équicontinues. 
24.36. La condition 


K n IW 1 
IKin (tu) < 
garantit que l'équation || K Ir?” + || y || = r admet exactement deux solutions 
strictement positives 
1 <r*. 


Te GTA ED 


L'opérateur ® envoie la boule || x [| < rą dans elle-même; il en est de même de 
la boule || x | < r*. Dans la première boule, ® est une contraction, car dans 
cette boule 


I D (x) — D (z^) I| K || nrk || z — x" |] 
et || K || nrž-1 < 1. Dans la seconde boule, ® est compact comme produit d’un 
opérateur linéaire intégral compact et d'un opérateur non linéaire borné 
(voir 23.4). 
§ 25 


25.7. Remarquons que x (t) = A sin t, si bien que À vérifie l'équation 


A T a T 
a= [45 +4 +]. 
€ D H « 2— À ZA e 
La racine A—0 ne convient pas, d'où A= 7 et z (t)= 7 sin t, AÆ0. 


25.8. En plus de la solution trouvée dans 25.7, l'équation intégrale admet 
pour À quelconque la solution x (t) = O. 
25.10. Cherchons la solution sous la forme 


x (t) = xa (t) + ez; (t) + O (e?), e— 0. 


Pour x, (t) et x, (t) on obtient les problèmes 


zg + sin xp = 0, zə (0) = to (1) = 0, 
x + xı COS ro — Sin nt, zı (0) = zı (1) = 0, 
d’où 
d . 
zo(t)= 0, zx(i)— HT Sin nt. 


15* 
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25.11. a) Corollaire du théorème 25.2. b) 


d 
ep felt et, (eg elt, 


d 


, ôx dr DN E 2 sq 
d’où oe “O (x) Sg Les égalités cherchées s’en déduisent par récurrence. 


c) Corollaire de la formule de Taylor. 


25.14. Considérons l'équation auxiliaire x = a Leit (x). D'après 25.11 
c), sa solution est définie par la série 


: ek di 1 
x (a, e)=a+ >` He Lol. 
k=1 
Pour a = 0 on obtient la solution cherchée ; 
~ R k-1 
EL ek dk- 1 
"lr kl dek? | TON 
—1 


x=0 ° 


Aen 


, 7 - 2 
25.15. L operateur D Her 
dans C (— œ, œ). 


F (x, À), AC [a, b], est une contrac- 
—m 


M 
M-+m 


tion de rapport 
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- T 
26.2. tn —> ër 1, avec EI quelconque. 


wm 


26.3. Supposons que les normes sur les Xn soient non dégénérées. Sup- 
d 


- T _ 
osons ensuite que la suite zn —> x’ et tn —> x". Alors 
n 


l Tn Ga") <l Tns ele. +I Tns" lg > 0 (n= œ). 


On a alors z’— z” =0. Réciproquement, si || Znz ly — 0 pour un z Æ D 
- T LT n 
on àa tn =Tnr > x et rtn —> 0 (n — œ), 
26.4. Utiliser le résultat de 26.3. 
26.5. La démonstration reprend mot pour mot celle du théorème 8.2. 
26.6. Les nœuds du réseau forment un ensemble dense sur [0, (LL si bien 


qu’il existe une suite (RSL de nœuds convergeant vers żọ et telle que 
s 
| z(t) |=] z llcto, D: 
26.7. Il suffit de remarquer que || ze IER) est la somme de Riemann pour 
la fonction continue z? (t). 


26.9. Utiliser 26.8. 
26.11. a) Oui, à l’ordre 1 si z’ (t) est bornée sur [0, l]. b) Oui, à l’ordre 3 si 
x’ (t) est intégrable sur [0, l]. 
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26.13. Cela ressort de l'inégalité 


ll AnT nt — Un ly < || AnTnt—ThAr (E + || Thy — Un lg . 


n n 


26.15. 
Le FC) (OT 
|| AnT nt —Tn "le = mx, x n nj n x n S 
i i—1 1 
< max | e (+) (= +0) |a — 0, n A ©, 


1<i<n g 


puisque x’ (t) est équicontinue sur [0, IL. 
26.16. D’après la formule de Lagrange 


_ 1 
At adr ll < su xL (D| vz, 
|| AnTn n "ez sup | OO On 


26.18. || Zn || = || At Antn I| < y7! || Antn Il. Voir aussi (17.20). 
26.19. Cela ressort de l'inégalité (zn, Antn) < || £n HI Anta Il. 


26.21. Choisissons des bases dans X, et dans Y,: le déterminant de la 
matrice de l’opérateur sera alors non nul. 
26.27. Cela ressort de l'inégalité de 26.25 et de la tran;formation 


tn — Tna || < y7! || Antn — Aa fat = VA || yn — Thy + Th Ar Aa nt || S 
LV Un — Thy Lei fads-- An far || 


26.28. a) R; (t) = 1 — Ta;. b) Les équations du système sont résolubles 
une à une, d’où il ressort que le système a une solution et une seule. c) Prccéder 
par récurrence. d) Voir 26.22. 

26.30. Considérer la différence 


LOST plaa (17) + ae (leit elt Bes (0) v (D — 


— Yo (t)] 


et en appliquant la formule de Taylor, faire son développement limité d'ordre 
deux. Pour ou = @a = Bı = Ba = y, = y, = 1/2 on a le deuxième ordre de 
précision. 

26.31. a) Expliciter z; dans la i-ième équation. 

26.35. Sur z (t) = 1 (solution exacte) les équations aux différences sont 
vérifiées de façon exacte, comme la première condition initiale. La seconde 
condition initiale est vérifiée à t? près. 

26.36. On peut chercher les solutions particulières de ce schéma aux diffé- 
rences sous la forme z; = Al, après quoi on a À, = 1, À, = 2. La solution géné- 
rale du système sans conditions initiales est de la forme x; = c1+co2t. Uti- 
lisant les valeurs initiales pour i—0 et i = 1, on obtient la solution du 
schéma aux différences. 

26.37. Voir la résolution de 26.35. | 

26.38. Remarquons que zx; =1— T? +T? (c/a) (i—0, 1, ...,n). Bil c/a |<1, 
on a | Tn —Tni lg — 0 (n — œ). Si |c/a| zt, on a || tn—Tni IE + 


n 
-> © (n => œ). . NEE 
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26.39. a) Utiliser la formule de Taylor pour la fonction vectorielle z (t). 
b) Etablir une majoration à priori de la matrice R; (1). 
26.40. Appliquer à la fonction 


t t 
"e q MU HAT) 


(1+ ÀT) = € 


la formule de développement de Taylor suivant t comportant des termes du 
premier ordre en qt et un terme résiduel sous forme intégrale, puis majorer ce 
terme résiduel. 


$ 27 


27.1. Le point tz 0 est le point minimum de la fonction ọ (t) = || As + 
— 142 |? pour tout z € X avec Ts = 0. D'après le théorème de Fermat og (0) = 
= 2(45s, Az) = 0. 

27.2. D'après la condition d’orthogonalité || A (s + 2) I? = || 4s || ? + 
+ 42] ?2> || As |. 

27.3. Vérifions la condition d'’orthogonalité. Pour tout z (t) € H11[0, 1} 


tel que z (t; = 0,i—=0,1,...,n,ona 
l n ti 
t, Ti —Ti-ı ` r 
(Ası, 4z)= | s{z dt = > tn | z'(t)dt=0 
0 i-1 W 


27.9. Puisque s — sSEN(T),on a (A Le — s), As) = 0 ou || As ||? = (As 
As). Permutant s et s, on obtient l’assertion cherchée. D’après 3.19, on a A (s — 
— s)= 0 


27.6. D'après 27.5, on a s — s € N (A). De plus, T{s—s) 


— fe Zi 


s — Ts = 
= x — 7 = 0, ie. s—sEN (T). On a alors s — s € {0}, i. e. s— s = 0. 

27.7. Montrons qu'on a dans ce cas N (4) NN (T) = {0}. N (A) se com- 
pose de polynômes de degré 1 ou O de la forme C,t + Ca. Si T {Cit + Ca} = 0, 
on a Cı = Ca = 0 pour n> 1, car un polynôme de degré 1 a au plus un zéro. 

27.8. b) Tœ; = zi Ensuite, pour tout z € H! [0, l] et Tz = 0 la condition 
d’orthogonalité est vérifiée (voir 27.3 et 27.2). 

27.12. Voir l'indication de 27.7. E 

27.13. Il suffit de remarquer que A T- (z) = Axy + AN (T), où x, E 
est tel que Try = x. 

27.14. La variété affine AT-! (x) est un ensemble fermé convexe. L'élé- 
ment y réalisant la distance de 0 à A T-1 (x) appartient à cette variété. Il existe 
donc un s tel que As = y, Ts = zx. 

27.15. Soit {ym (H) EAN (T), mEN, et ym (t)— yo (i) (m—> œ) dans 
La [0, 1]. Il existe dans N (T) un zm (t) tel que zm (t) = ym (t). D'où 


zm (il Ile (s) ds — + | (0—8) ym (s) ds 


O E e 
D E e 


(de zm € N (T) il ressort en particulier que zm (0) = £m (D) = 0). Pour »m— œ 
on a zm (t)—> To (t) EN (T), i.e. yo E AN (T). 

27.16. Intégrer deux fois «3 (t) et choisir les constantes arbitraires de telle 
façon que sz (tj) = ti, $3 (ti 41) = Ti+ 
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27.17. c) Mettons le système sous la forme XB = f avec une matrice symé- 
trique K. Il vient 


(KP, P= D EN 
i=1 
où Kc —=0. Si KB=0, on a Best, Donc, det K Æ 0. 
l n t 
(än, aa = foras D | soma 
0 i=1 ti 
n ti n n Te 
=) amer A soroj -D | zwaa. 
i=1 tii i=1 i=l t; 


i-1 
ti 
Or, s3’” est la dérivée troisième (constante) de s, (t) sur [t;-1, t;], et f z' (t)dt = 


ti 
= z (t) — z (t;a) = 0, car Tz=0. On a donc (453, Aal = éi (Dz (I) — 
— s (0) z (0) = 0 d'après la condition Ai, 


$ 28 
28.2. Utiliser les majorations 
Il tn — Paz IS Il £n — x I| + Ur Prz Il, 
Il zn — z IIS za — Pnz Il + Il Paz — z Il 
28.3. Utiliser 28.2. 
28.5. Utiliser la majoration 
Il QnAÀ Paz — QnAz IIS © | À NN Par — x Il. 


n 
28.6. S'assurer que Qn Az = ` (Ax, Pi) AP; = APnt = QnAPnt. 
i=1 
28.9. Y (Tn, Tn) S LAfn, Tn)=(Atn, Pntn)=(PnAtns tn) < || PnAtn Il llznll 
d'où || PhAtn È xY Il zn Il. 


28.10. D'après 28.6, on a || Qná zn [| = I AP,zx, Issel Ar, l> y Ilze Il 
28.11. Utilisant 28.6 et 28. 10, on obtient "` n Y in 


{| tn — 2 le I| Pnz — xl < y | AP — Az || = 
= y | APhz — y I| = y7! Il Qny — y ll. 
n 
28.13. sl À, (Api, Pj) cicj—2 D (Api, y)ei+(y, y). Au point 


minimum on a Oo (23) de=0, s—1, 2,..., n. 


28.14. Si An est restriction de. QnA à x. on a, par la condition de stabilité, 
N (An) = {0}; Ï opérateur À, agit d'un espace de dimension n dans un espace 
de dimension n et, à ce titre, est continüment inversible. 
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28.25. a) || zn | = || Wad Balu Ban Hee Y H QnAtn le b) lan — 
I = || E Pr) "QnA4Pn La — 2) [S Y || QnA (tn — Pat) | = 
Il QnA Tn QnA Ppa IES VC I À | | In — Pre ||: 

28.27. Utiliser 28.26 et le théorème 9.4. 

28.28. Cela ressort de l'identité z, — x = (1 — Pn K) (Pnz — x). 
28.29. Cela ressort de l'identité x, — x = (1 — P K)! (Pay — y) + 
+= P K) (Pak — K) (1 — Kin, 

28.30. Utiliser l'identité 


1— p? 
l = l 
1+2 >) pt cos lœ IF or 2p coso 


l=1 


pour p=s/2, © = nT, d’où 


K (t, s)=1+2 3 (+) cos arr, 


n 
l 
PaK (t, deii X (+) cos zu, 


co 1 
7 s \2l 
| Ph —K |? —2 > | (+) ds + 0, n — œ. 
I=n+1 0 


28.31. b) Utiliser 28.29. 


$ 29 


29.6. Utiliser la formule des accroissements finis de Lagrange. 
29.7. Utiliser 29.6. 
29.8. Posons y = 0 dans 


(z — y, A (z) — A (y))> c (lz — y ID I z — y Il; 
il vient 
(z, A (x))> c (| zl) I x I| — (z, A (0))> (e (dz 1) — I À (0) 1) Hz I. 
29.10. L'opérateur étant coercif, on a || À (x) | > y || x ||. 
29.16. L'existence et l'unicité de la fonction implicite x = ọ (t) découlent 


d 
du théorème 29.1. Posant dans l'inégalité donnée x = @(t), y = œ (to), on 
obtient Te — P (to) I< c7! ] F (p (to), t1— 0 pour t—> to. 


29.18. D’après la formule des accroissements finis de Lagrange 
(z — y) [f (x, t) — f (y, t) = fy (GE t) (£ — yP > c (x — y}. 


29.19. Posons dans cette condition y, = x,: il vient 
(£2 — Yo) [fe (£1, £2) — fo (£1, Hall > € (ta — Y2}, 


et l’on peut utiliser 29.16. 
29.20. Posant dans la condition de 29.19. 


Ta = OD (z1), Ya = Ọ (Yi), 
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on obtient 


di — ya) [fi Go, P (21) — fi Di, P UDI 
> c (rs — y)? + p (21) — P Vl E c (t1 — y). 


L'opérateur À, (zı) est continu, car c’est une composée de fonction continues. 

29.21. D’après 29.15, l'équation 4, (x,) = 0 a une solution z? et une seule: 
alors <? = (19, ọ (x%)) est l'unique solution de l'équation A (x) = 0. 

29.23. (Ac (x) — áe (y), z — y) È c || x — y |. 

29.25. a) C’est un corollaire de 29.22. b) Soit un n tel que || x, || > r: alors 
0 = (zh, An (tn)) > 0, contradiction. c) D’après le théorème de Weierstrass, 
on peut extraire de {x,}, qui est une suite bornée dans ER. une sous-suite con- 


vergente {np}. Soit tnp > To (k—> œ). Alors 0 = A Gay) + Zut > À (20) 
k 
pour k— œ, i.e. À (x) = 0. 


l m 
29.26. | a(x, z |< max || Pz leta b] | 3 | DRzx | | Jkz| dt L 
(ebe k—0 


TS 0 


< max ||P dE: 
= <hem ll k erte, b] fx |i 
et le plus a (x, z) est linéaire en z. 
29.28. Utiliser l'égalité (Axr — Ay, z — y) = a(r — y, x — y). 
29.29. Cela ressort de la majoration 


Is) 


HO, Im HMK0,1] 


| f (t)z (t) dt | < llzato, all z llrao, ns Zen. ilz 
0 


wtf (8 


29.30. Utiliser le théorème 29.1. 


29.31. D'après le théorème 12.2, il existe une fonction g (t) € HI IO, l] et 
une seule telle que 


l l 
| f (t) z (t) dt = | g' (t)z (t) dt 
0 0 
pour tout z € Ai [0, 1]. Cette équation a comme solution 
l 
g(t)= (en s) f (s) ds. 
0 


29.36. Utiliser le théorème 29.1. 


29.38. a) 
h h 
a (W0, Op) = n? | Pot) dt + | Pi (t)(1— nt}? dt, 
0 0 
1 1 
a (On, On:1) = —n? | Po (1) dt + | Pi(t}(nt—n—1)? dt, 


h 1h 
(EIER 
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(A+ DR R+UR 
a (OR, One) = —n? | Po(t)dt+ | P(t) (nt—k)(nt—k—1)dt, 
kh kh 
Cr GR+ DA 
a (Gp, Ok) = —n? | P, (t) dt + | Pi (t) (nt—k—1)}? dt, 
d'Bett? (k-1)h 
a(©k, ©1)=0 pour l Æ k—1, k+1, 
(11 
m, o= leid 
(k—1)h 


b) On obtient un système tridiagonal. c) L'opérateur A est borné: |A || < K, 
d’après le théorème 29.2 et d’après 27.24. 


I| zn — x IS (CA) xs — Pntn | = O (An). 
CHAPITRE 8 
§ 30 
30.3. Dériver par rapport à ż et multiplier par x’. 


30.4. a) z (t) = tti et. b) z (t) = —t?. c) z (t) = eil d) xz (t) = Int 
e) z (t) =y (t +1); la fonction z (t) = y (èt — 1)? n’est pas une extrémale 
en l'occurrence, parce que sans dérivée finie ent = 1/3. f) x (4) = (C + t) sint, 
où C est une constante arbitraire. g) x (t) = C sin t + cos t, où C est une cons- 
tante arbitraire. h) Le problème variationnel n’a pas de sens, puisque l’inté- 
grale ne dépend pas du chemin d'intégration. i) x (t) = 0 sir, = 0, sinon il ny 
a aucune extrémale parmi les courbes lisses. j) r (1) = cos 1. k) Aucune extré- 
male. 1) z (t) = 4/t — 1. m) z(t) = HA — 18. Utiliser 30.3. n) x tt) =t. 

30.5. a) x (t) = t38 — t?. b) x (t) = (4 — t) sh t. c) Aucune extrémale. d) Le 
problème variationnel na pas de sens, puisque l'intégrale ne dépend pas du 

13 


chemin d'intégration. e) x (t) = — (— e}. f) x (t) = cost. g) x (t) = — e C + 
+ 6t + 1). h) r0 = sht. 
30.6. a) ( x(t)—=sin 26, b) 2 (= — Las 6, 
o=- + ÈS, | 6 
t; y (t)=t; 
c) e æ(t)=sin t, d) OP 
{ y (t)=sin t ; l "iert 
y(t)=t, 
e) xz(t)=2sint+tcost, D x(t)=t, 
{ y(t)=tcos!; y (t)= — 3t. 
30.7. a) z(t) = — SE ——+— cos za sin t. b) x (t)=C (sin 4t + 4 cos 4t), 


C arbitraire. 
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30.8. La condition de transversalité s'écrit 


We = —1 
For — 


et signifie que les extrémales doivent couper la courbe donnée x = 1p (t) sous 
langle 7/4. 
30.9. z (t) = 0. 


30.10. a) z (t)=+ V 25—(t—5)} . Utiliser 30.3. b) z(t)==+ V 8t—1?). 
Utiliser 30.3. 


30.11. a) La distance est 191 2/8. b) La distance est 4/V 5. 
30.12. a) Non. b) 


| y3t pour Oe, fiel, 
z (t)= 


— V3(4—2) pour 1<1t<2 
et 
—V3t pour 0<t<1, 


(= | _ 
V3(4t—2) pour 1<1<2. 


30.13. a) Les lignes polygonales formées de segments de droites x (t) = t 
et x (t) = 1 ou de segments de droites x (t) = 0 et x (t) = t — 1 réalisent un 
minimum absolu; la droite x (t) = 1/2 réalise un maximum faible. 

b 


t pour Ue t< 3, 


T = 
{ —t+6 pour 3<1<4, 


et 2 (= { 
1-2 pour 1<t<4 


sur les deux lignes polygonales la fonctionnelle présente son minimum absolu. 
0.14. ` 


(t) 0 pour —1<t<0, 

x£ = 

{ t pour O<it<1. 

30.15. a) z (t)= GC? et; b) z(t)=2sin ant, n=+1, +2,...; C)zx(t)— 


2 
— +2 
=3t2 -2+1 di sit TE 


30.16. Chercher l’extrémum de la fonctionnelle 


t1 
| x V1+z? dt, 
tn 
à condition que 
t1 
| VIF at=. 
to 


16* 
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On obtient une famille d’extrémales x (t) = C, ch! = C: À. La solution 
1 
est obtenue en explicitant C}, Ca, À dans les équations du système suivant: 
tna — 
( Zus Ca ch to Cr A 
Ci 
Ia — 
Z1= Cr ch 1 C À, 
Ci 


30.19. a) xæ(t) — sin 2t, 
{ y (t)= cos 2t+ 21 sin 2t. 
Chercher les extrémales de la fonctionnelle 
T/4 


2 
L(x, y)= | ams AT ut 4ta) | at. 


LS 


L'équation d’Euler nous donne y—21—0. Supprimer y entre cette équation 


et la contrainte. 
shy 24 8 V’2ch V 2i+sh V 24 
sh 12 


Le sh U3 


v y(t) 


$ 31 


31.1. a) La solution de l'équation d’Euler s'écrit x (t) = Ci cht + Cash t. 
Les courbes x (t, C) = C ch t forment un champ propre, et les courbes x (t, C) = 
= Csht, un champ central. b) x (t, C) = C cos t est un champ propre d’extré- 
males, et z (t, C) = C sin t, un champ central. 

31.2. a) L’extrémale x (t) = 1 appartient au champ propre d’extrémales 
xz (t, C) = C. b) L’extrémale x (t) = 2t appartient au champ central d’extré- 
males x (t, C) = Ct de centre en A (0, 0). c) L'extrémale x (t) = t? + 1/4 — 
— 3/4 appartient au champ propre d’'extrémales r (t, C) = 1? -+ t/4 = C. 
d) L'extrémale z (t) = t/6 (1 — t?) appartient au champ central d’extrémales 
r (t, C) = Ct — 1/6 de centre en À (0, 0). e) L’extrémale x (t) = et appartient 
au champ propre d’extrémales z (t, C) = et + C. f) Pour a < x l’extrémale 
x (t) = 0 appartient au champ central d’extrémales x (t, C) = C sin t de centre 
en À (0, 0), et pour a > v la famille de courbes z (t, C) = C sin t ne forme aucun 
champ. g) L'extrémale x (t) = t + 1 appartient au champ propre d’extrémales 
z(t, CO =t +C. 

31.3. a) Oui. La solution de l'équation de Jacobi soumise à la condition 


a e D y H r 3 P 
u (0) = O s'écrit u (t) = Ct, l'extrémale x (t) = ` t appartient au champ central 
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d'extrémales de centre en A (0, 0). b) Non. La solution de l'équation de Jacobi 
soumise à la condition u (0) = 0 s'écrit u (t) = C sin 2t et pour a > 1/2 s’annu- 
leent = n/2. ei Oui. La solution de l'équation de Jacobi soumise à la condition 
u (0) = 0 s'écrit u (t) = C sh t. d) La solution de l’équation de Jacobi soumise 
à la condition u (0) = 0 s'écrit u (t) = C sin t; si 0 < a < x, la condition de 
Jacobi est vérifiée, et si a > x, elle n’est pas vérifiée. e) Oui. f) Oui. g) Non. 
) Oui. 

31.4. Puisque l'équation d'Euler s'écrit F?, = C, la condition de Jacobi 
est vérifiée identiquement pour toute extrémale. 

31.5. a) Extrémale z(t) = 2t + 1, condition vérifiée. b) Extrémale 
z (t) = 13, condition non vérifiée. c) Extrémale x (t) = 0, condition vérifiée, 


d) Extrémale z (t) — Zu condition vérifiée. e) Extrémale x (t) = 0, condition 


vérifiée. f) Extrémale z (t) = t/2, condition vérifiée. g) Extrémale x (t) = 3, 
condition vérifiée. h) Extrémale x (t) — t?, condition vérifiée. i) Extrémale 
z (t) = t — 1, condition vérifiée. 

31.6. a) x (t) = 2t, minimum faible. b) x (t) = 1? — t, minimum fort. 
c) z (t) = t/2, minimum fort. d) x (t) = et, minimum fort. e) x (t) = 2 ln (t + 1. 
minimum fort. f) z (t) = 1, minimum fort. g) z (t) = t?, minimum faible) 


h) x GER t, minimum faible. i) x (t) In (1-+t)/ln 2, minimum fort. j) x (t) = 


= 2t + 1, minimum faible. k) x (t) = sin 2t — 1, maximum fort. 1) x (t) = t’, 
minimum fort. m) z (t) = sin 2t, maximum fort. n) x (t) = t/2, minimum faible. 
oi zx (t)= 0, minimum faible. 

1 


31.7. b) E lazo =| th? (t)dtœ0 pour toute h(t)E C [0, 1], A(t) Æ0. 
0 


c) Soit 
—t+e pour 0<Éi<E, 
re (= { 0 
pour ¿>e&8. 
Alors ọ (ze) = —et/6 < 0. 
hå, 
314.8. b) dpi Ai TE> 0 pour tout Els, hÆ 0. c) Soit si: 
n=i 
=(0, 0,...,0, 1/n, 0, 0, ...). Alors @(x())—1/n° —1/n4 <0. 
S ne” 
n-1 
$ 32 


32.2. (tri (1 — t) T2) S tP? (z1) F 2t (1 — t) P (22) -+ (1 — t)? P? (z2) — 
= tQ? (21) + (1 — t) P? (te) — t (1— t) [P (21)— P (ma < tP? (z1) (1 — t) P? (x2). 

32.3. a) Oui. b) Oui. c) En général non. Considérer dans l, la suite de e, = 
= (0,0,...,0,1,0,0,...).d) Oui. Six, —> zo (n—> œ) faiblement et || x, || > 


n-i 
> lim. inf || zp |l, il existe un c tel que || x, || > c > lim. inf || zp ||; il existe 
donc une sous-suite {Tnp} telle que || zo || > c > || np ll, k E N. Définissons 
une fonctionnelle fọ: (zos fo) = || Zo Il et prolongeons-la à X tout entier sans 
changer la norme. Alors (r,,, fo) ne tend pas vers (zo, fọ), car Lëns fo) S 


< ll fo 1 Il £n Il < c, tandis que (£o fo) = || zo I| > c: contradiction. 
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32.6. Supposons que @ (x) a un minimum local sur M en u: il existe alors 
un € œ> 0 tel que pour tout v € Se (u) N M on a ọ (u)< ọ (v). Soient un élé- 
ment quelconque x € M et un oz 0 tel que &œ || z — u || <e. Alors u +a(x— 
—u)E Se(u)NM, d'où p(u+a(r—u)) > ọp (u). Or, ọ (u) << p (u)+a [p (x) — 
—  (u)], et, puisque œ > 0, on a ọ (x) — p (u) > 0. Par conséquent, u est 
un point de minimum global sur M. 

32.8. Non. Considérer ọ (x) = Viz pour x € KR. , 

32.9. La condition nécessaire est immédiate, vu que la fonctionnelle est 
(faiblement) semi-continue inférieurement. En démontrant la condition 
suffisante, utiliser l’idée de la solution de 32.3 d). 

32.10. La fonctionnelle étant faiblement semi-continue inférieurement, 
on conçoit ou elle est semi-continue inférieurement sans exiger même ou elle 
soit convexe. Si la fonctionnelle ọ est convexe et semi-continue inférieurement, 
alors, pour tout À réel, l’ensemble C, est fermé d’après 32.9, convexe d’après 32.7 
faiblement fermé d’après 13.23, et la différentielle ọ est faiblement semi-conti- 
nue inférieurement d'après 32.9. 

32.12. c) Non. Le théorème 32.1. est inopérant, car l’espace C [0, 1] est 
non réflexif. 

32.13. Soit M X bicompact ; supposons que ® (x) soit définie sur M et 
faiblement semi-continue inférieurement. Si m = inf ọ (x) et {r,} € M 


XC 
est telle que p (x,)-> m (n— œ), il existe une sous-suite {r,,} telle que zng — 
—> xo € M, auquel cas Ọ al = m. 
32.14. @ (x) est une fonctionnelle continue convexe. 
32.15. a) Oui. b), c) En général non. 
32.16. p (txi -+ ({ — t) Lo) = t? (Å z}, zı) + t (1 — t) (Ax;, To) + t (1 TT 
—t) (Azz, pl + (1— t)? (Are, 2e) = tp (z1) + (1—t) P (te) —t (1—t) (4 (1 — za), 
xı — 2) et puisque ż € [0, 1], on a t (4 — t) (A (x, — zə), zy — z3) > Q. 
32.17. b) Non. Considérer la suite dee, = (0, 0,...,0,1,0,...JEl. 
See mens” 
EA 
32.18. a) oi (z) = Ar + Ae b) (z — y, ¢' (xz) — p (y)) = 2 (x — y, 
A (x — y))> 0. c) Utiliser le théorème 32.2, la continuité de À et 32.11. 
32.19. a) p (x) = 2A* (Ax — b). b) Montrer que oi (x) est un opérateur 
monotone, utiliser le théorème 32.2, la continuité de À et 32.11. 
32.20. Pour r > 5 la valeur minimale de ọ, égale à 0, est atteinte en C (4, 3). 
Pour r < 5 la valeur minimale de o, égale à 2r? — 20r + 50, est atteinte au 
point où ©, (0) coupe la droite OC. 
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